Matematyka ubezpieczen majatkowych 4.04.2011 r.

Zadanie 1.

Przy danej wartoSci A parametru ryzyka A liczby szkdéd generowane przez
ubezpieczajacego si¢ w kolejnych latach to niezalezne zmienne losowe o rozkladzie
Poissona z parametrem A. Rozklad parametru ryzyka A w populacji ubezpieczajacych
si¢ (zakladamy dla uproszczenia, ze jest to populacja nieskonczona) jest rozkladem
Gamma (2, 1 0) , 0 wartos$ci oczekiwanej rownej 2/10.

W roku 1 mieliSmy w portfelu 1000 osob wylosowanych z tej populacji. W roku 2 w
naszym portfelu znajduje si¢ ponownie 1000 o0sdb, przy czym 750 oséb to losowo
dobrana podgrupa z grupy osob ubezpieczonych w roku 1, za§ 250 oséb to nowi
ubezpieczeni, dolosowani z populacji. Niech N, 1 N, oznacza liczbg szkdd z naszego

portfela w roku 1 1 w roku 2, odpowiednio. Wobec tego El(N1 -N, )2J Wynosi:

(A) 400
(B) 410
©) 420
(D) 430

(E) 440
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Zadanie 2.
W ponizszej tabeli zawarte sa wybrane informacje o rozktadzie wartosci pojedyncze;j
szkody Y-

y 2 4
E[(v-».] | 63 5%
Pr(Y <y) 1/4 1/2

Z informacji tych wynika, ze E(Y |2 <Y< 4) Wynosi:

A) 23
®) 23
©) 3

D) 33
®) 3%
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Zadanie 3.
Niech X, X,, X;,... bgdzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach

dwupunktowych postaci:
k-1 1
Pr(X, =0)=—— Pr(X, =k)=—
(X, =0) P (X, =k) 0
iniech W, = X, + X, +...+ X, bedzie ich suma czgsciowa.
Granica ciagu wspolczynnikdéw sko§nosci:
E{w, -E07,)) |

lim .
7 [varor,)
WYynosi:
(A) 0
B 22
3
343
© -
8
(D) 3
(E) oo
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Zadanie 4.

Laczna warto$¢ szkod:

e X=Y+Y,+.+Y,, (X=0gdy N=0)

ma przy danej warto$ci A parametru ryzyka A warunkowy rozklad ztozony Poissona
o oczekiwanej licznie szkdd réwnej A oraz rozktadzie wartosci pojedynczej szkody
danym dla x >0 dystrybuanta:

. FY‘AZA (x)=1- exp(— a-exp(bA)- x)

Parametr ryzyka A ma w populacji ubezpieczonych rozktad Gamma (a, p ), 0

gestosci:

_F
[y(x) = @)

a

x“ " exp(—fx).

Przyjmijmy warto$ci parametréw zadania roéwne:
[ ] a = L , b = 1

10
o a=2,4=10

Wobec tego iloraz:

E(X)
E(N)-E(Y)
Wynosi:
A) 1
11
(B) I
10
(©) T
5
(D) 5
9
(E) 11
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Zadanie 5.
Wiadomo, ze zmienne losowe N,,N,, N, sa niezalezne, 1 maja rozklady okreslone na

zbiorze liczb catkowitych nieujemnych, spetniajace zaleznosci rekurencyjne:
Pr(N, =k)=%-Pr(Nl =k-1), k=123,..

Pr(N, = k) =(%+ij-Pr(Nz k-1, k=123,.

Pr(N, = k) = [%+%)-Pr(N3 —k-1), k=123,.

Wobec tego Pr(N, + N, + N; =4) wynosti:

&
® 2
© =
o 2
® =
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Zadanie 6.

Kazdej jednostce z pewnej populacji przydarzaja si¢ szkody zgodnie z procesem
Poissona z intensywno$cia A (rocznie), pod warunkiem ze parametr ryzyka A
charakteryzujacy t¢ jednostke wynosi A. Znamy pierwsze trzy momenty rozktadu
zmiennej A w tej populacji:

EA=02, E(A*)=0.1, E(A%)=0.08.

Niech N oznacza liczbg szkdd wygenerowana przez (losowo wybrang z tej populacji)
jednostke w ciagu dwoéch kolejnych lat. Moment centralny trzeciego rz¢du zmienne;j
zmiennej N wynosi:

(A) 0416
(B)  0.832
(C) 1.124
(D)  1.408
(E)  1.664
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Zadanie 7.

Rozwazamy zdyskontowany proces nadwyzki ubezpieczyciela postaci:
t N()

U(t)=u+c- [exp(~d)dt — Y exp(-dT,)Y, , 120, gdzie:
0 k=1

e u >0 -tonadwyzka poczatkowa

e ¢ - to intensywno$¢ naptywu sktadki na jednostke czasu

Y.,Y,.Y,,... - to wartosci kolejnych szkod

(Nt)=n)= (T, <t<T,), n=0,123,.., gdze:

e 1,=0,zas$ 7,,7,,T;,... to momenty zaj$cia kolejnych szkod.

O warto$ciach szkdd i momentach ich zaj$cia przyjmujemy zalozenia:
e 1.Y,,Y,,.. sadodatnie 1 majq ten sam rozktad wykladniczy o wartosci

oczekiwanej rownej 1
o 1.(I,-T),(I; -T,),(T, - T;),... sa dodatnie i maja ten sam rozklad wyktadniczy o

warto$ci oczekiwanej rownej 1/5
b Y]aTiaYz,(Tz _]})’Yp(n _1—'2)7Y45(]14 _T3)"" Sa niezalezne.

Zaktadamy ponadto, ze ¢ =523 oraz ze 6 =1/20.

Jesli rozktad zmiennej losowej Zexp(—éTk )Y, przyblizymy rozkladem normalnym,
k=1

to wartos¢ u, s kapitatu poczatkowego u taka, przy ktorej zachodzi:
o Pr(U()>0)=95%
z doktadnos$cia tego przyblizenia wyniesie:

(A)  uyes =1.15
B)  uys=1.25
(C)  uyes=1.35
(D) uyes=1.45

(E) Upes = 1.55

Uwaga: Zmienna normalna standaryzowana przekracza z prawdopodobienstwem 5%
wartos¢ 1,645
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Zadanie 8.

Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela postaci:
N(t)
U(t):u+c-t—ZYk, t>0, gdzie:

k=1
e u >0 -tonadwyzka poczatkowa
¢ - to intensywnos$¢ naptywu sktadki na jednostke czasu
Y.Y,.Y,,... - to wartosci kolejnych szkod

N®O=n)=\T <t<T ), n=0]12.3,.., gdzie:
( () ) (n +1) g

n

e 7,=0,za$ 1,7,,T,,... to momenty zajscia kolejnych szkod.

O wartosciach szkod 1 momentach ich zajscia przyjmujemy zatozenia:
e 1.Y,Y,,.. sadodatnie i maja ten sam rozklad,

e T1.(I,-T),(T, -T,),(T, = T,),... sa dodatnie 1 maja ten sam rozktad,
b Y]aTiaYz,(Tz _]})’Yp(n _1—'2)7Y45(]14 _T3)"" SqniezaleZne.

Zaktadamy takze, iz istnieje wspoOlczynnik dopasowania R, a wigc taka liczba
dodatnia r, ktéra spetnia réwnanie: E[exp(—rU U n)] =exp(-rU,).

n+l

Rozwazamy dwa warianty procesu:
e Wariant 1, gdzie 7, ma rozktad Gamma (1,4) za$ Y, rozklad Gamma(l, 5);

e Wariant 2, gdzie 7, ma rozktad Gamma(};,4) za$ Y, rozktad Gamma ()5, f)
Niech R, i ¥,(u) oraz R, i '¥,(u) oznaczaja wspotczynnik dopasowania i funkcjg

prawdopodobienstwa ruiny dla wariantu 1 oraz wariantu 2, odpowiednio. Sposrod
ponizszych zdan wybierz zdanie prawdziwe:

(A) R <R, oraz YO(‘PI (u) > ¥, (1))

(B) R >R, oraz YO(‘PI (u) <P, (u))

(€) R =R, oraz ¥ (¥,u)>¥,(u)
(D) R =R, oraz ¥ (¥,() <'¥,(u))
(E) R =R, oraz 3(¥,u)="¥,(u))
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Zadanie 9.

Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela:

Ult)=u+c-t—S(¢)

gdzie:

e 1 —tonadwyzka poczatkowa,

e S(?) - to taczna warto$¢ szkdd, bedaca ztozonym procesem Poissona z
parametrem czgstotliwosci A, z wyktadniczymi szkodami o wartos$ci oczekiwanej

1/ 8

e Parametr intensywnosci sktadki wynosi ¢ = g—/%

Wiemy, ze przy aktualnej wysokosci kapitatu poczatkowego u spelniony jest
warunek:

o W(u)=1/10.

Udzialowcy postanowili zwigkszy¢ nadwyzke poczatkowa dwukrotnie. Po tej zmianie
prawdopodobienstwo ruiny ‘I’(2u) wyniesie:

(A)  0.010
B) 0012
(©)  0.0144
©

(E)  za mato danych do udzielenia odpowiedzi liczbowe;j
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Zadanie 10.
Proces pojawiania sig szkod startuje w momencie 7; = 0. Niech 7, oznacza moment

zaj$cia n-tej szkody. Poniewaz szkody numerujemy wedhlug kolejnosci zajscia, wobec
tego zachodzi 0< 7/ < T, <... .

Wyplata odszkodowania za n-ta szkodg nastgpuje w momencie 7, + D, . Zatézmy, iz
zmienne losowe: T, (T2 - Tl), (T3 - Tz),
oraz: D, D,, D,

sa wszystkie nawzajem niezalezne i maja identyczny rozktad wyktadniczy o wartosci
oczekiwanej rownej 1.

Prawdopodobienstwo, iz dla pewnego ustalonego n wyptata odszkodowania za szkodg
n+1-sza poprzedzi wyptatg odszkodowania za szkodg n-ta wynosi:

(A) 0
B 4
®
o 1
© 3
Dy 4
®
B L
® 3

10



Matematyka ubezpieczen majatkowych 4.04.2011 r.

Egzamin dla Aktuariuszy z 4 kwietnia 2011 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®

—

O |oo||on | |||
wli-liwlivliwiigieliveliesive

—_
(e}

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.

11



	 Zadanie 2. 
	W poniższej tabeli zawarte są wybrane informacje o rozkładzie wartości pojedynczej szkody Y: 
	 
	y
	2
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	  
	 Zadanie 4. 
	Łączna wartość szkód: 
	  ,    (  gdy  ) 
	ma przy danej wartości   parametru ryzyka   warunkowy rozkład złożony Poissona o oczekiwanej licznie szkód równej   oraz rozkładzie wartości pojedynczej szkody danym dla   dystrybuantą: 
	   
	Parametr ryzyka   ma w populacji ubezpieczonych rozkład Gamma , o gęstości: 
	  . 
	 
	Przyjmijmy wartości parametrów zadania równe: 
	  ,   
	  ,   
	 
	Wobec tego iloraz: 
	   
	wynosi: 
	 
	Wiadomo, że zmienne losowe   są niezależne, i mają rozkłady określone na zbiorze liczb całkowitych nieujemnych, spełniające zależności rekurencyjne: 
	 ,        
	 ,        
	 ,        
	 
	Wobec tego    wynosi: 
	 
	 Zadanie 7. 
	 Zadanie 9. 
	Rozważamy klasyczny proces nadwyżki ubezpieczyciela: 
	  
	gdzie: 
	 u – to nadwyżka początkowa, 
	   - to łączna wartość szkód, będąca złożonym procesem Poissona z parametrem częstotliwości  , z wykładniczymi szkodami o wartości oczekiwanej    
	 Parametr intensywności składki wynosi   
	Wiemy, że przy aktualnej wysokości kapitału początkowego u spełniony jest warunek: 
	  . 
	Udziałowcy postanowili zwiększyć nadwyżkę początkową dwukrotnie. Po tej zmianie prawdopodobieństwo ruiny   wyniesie: 
	 

