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WsTEP

Dla wielu klientéw ustug finansowych kredyt i pozyczka to w uproszczeniu to samo. Jednak
w konteksécie prawno-finansowym réznice sg dos¢ istotne. Pozyczki udziela wtasciciel pieniedzy,
kredytu natomiast udziela instytucja, ktéra nie musi by¢ wfascicielem pieniedzy. Ponadto, pozycz-
kobiorca uzyskuje dostep do pieniedzy lub przedmiotéw materialnych i moze dysponowac nimi
w zasadzie w dowolny sposéb, w przeciwienstwie do kredytobiorcy, w przypadku ktorego instytu-
cja kredytujgca udostepnia $rodki pfatnicze na konkretny cel i najczesciej przelewa odpowiednia
kwote bezposrednio na konto podmiotu oferujgcego kredytowany produkt lub ustuge. Co wiecej:
w konteks$cie prawnym pozyczka najczesciej dotyka obszaru prawa cywilnego (zazwyczaj udziela-
na przez osoby prywatne), kredyt natomiast dotyczy prawa bankowego (udzielany przez instytucje
finansowe). Mimo tych réznic metody arytmetyki finansowej stosowane do obstugi zadtuzenia
zarowno w przypadku pozyczek, jak i kredytdow pokrywajg sie. Celem niniejszego opracowania
jest zaznajomienie czytelnika z pojeciami oraz metodami arytmetyki finansowej, ktére z jednej
strony pozwalajg samodzielnie oceni¢ dostepne na rynku oferty kredytowe pod katem ich atrak-
cyjnosci z punktu widzenia potencjalnego kredytobiorcy, z drugiej natomiast zweryfikowa¢ ich
wiarygodnos$¢ na podstawie informacji dostgpnych przed podpisaniem formalnej umowy o kredyt.
W dalszej czesci tekstu, o ile nie bedzie prowadzito to do nieporozumien, pojecie pozyczka oraz
kredyt zostang utozsamione i zastgpione stowem kredyt. Ponadto dla uproszczenia rozwazan
— poza przykfadem zwigzanym z wyznaczeniem rzeczywistej rocznej stopy oprocentowania —
w broszurze pominieto kwestie optat zwigzanych z obstuga kredytu, cho¢ w praktyce banki i inne
instytucje finansowe bardzo czesto pobierajg od klientéw dodatkowe optaty i prowizje (np. opfate
przygotowawczg za rozpatrzenie wniosku o kredyt, optate za udzielenie kredytu, optate za dodat-
kowe czynnosci zwigzane z obstuga kredytu itd.). Tego typu ,dodatki” w sposéb istotny zwiekszajg
koszt kredytu i zazwyczaj sg wliczane w wysokos$¢ raty, badz stanowig dodatkowe ptatnosci nieza-
lezne od wysokosci raty. Zatem przed podpisaniem umowy nalezy zwrdci¢ szczegdlng uwage na
wszystkie poboczne nakfady pieniezne zwiekszajace koszt kredytu.
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PODSTAWOWE POJECIA
CHARAKTERYZUJACE ZMIANE
PIENIADZA W CZASIE

Pozyczanie kapitatu i czerpanie Na przestrzeni dziejow i w zaleznosci od kregu kulturowe-

Z tego dodatkowych korzysci g0 réznie podchodzono do kwestii normujgcych wysokosé
Jest tak stare, jak stare jest oprocentowania. W Polsce miedzywojennej np. oprocen-
istnienie handlu. towanie wypozyczonego kapitatu nie mogfo przekracza¢

10%, gdyz w przeciwnym wypadku traktowane byfo jako
lichwa. Podobne nastawienie do wysokosci oprocentowania mozna spotka¢ w innych kulturach. Jed-
nak panujgce od pewnego czasu przekonanie, ze ,generatorem pieniedzy jest procent” wydaje sie by¢
obecnie powszechnie akceptowalne i usprawiedliwiajgce osigganie z tego tytutu korzysci. W opera-
cjach finansowych stope procentowg najczesciej traktuje sie jako miare zysku z posiadanego kapitatu,
ktéry to kapitaf jest udostepniony i uzywany przez innych. W teorii ekonomii stope procentowg wigze
sie z wynagrodzeniem za powstrzymywanie sie od konsumpgji biezacej. Jest to oparte na zafoze-
niu, ze gospodarstwa domowe preferujg konsumpcje biezaca, a zatem aby skfonne byty zrezygnowac
Z niej dzi$, trzeba im te powsciagliwos¢ wynagrodzi¢ w postaci dodatkowej konsumpcji w przysztosci.
W przypadku kredytéw za stope procentowg przyjmuje sie cene, jaka ubiegajacy sie o kredyt (kredy-
tobiorca) musi zaptaci¢ udzielajgcemu kredytu (kredytodawcy) za przywilej korzystania z pieniedzy
udostepnionych przez kredytodawce. Cena podana w jednostkach kapitatu (wartos¢ ktérych moze
by¢ wyrazona np. w ztotéwkach) jest wynagrodzeniem dla kredytodawcy za to, ze w tym czasie nie
dysponuje swoim kapitatem (pieniedzmi). W zalezno$ci od charakteru, kryterium i kontekstu, w jakim
pojecie stopy procentowej jest uzywane, wyrdznia sie jej rézne rodzaje. Do najczesciej wystepujacych
w odniesieniu do kredytéw i pozyczek naleza: roczna stopa procentowa (wysoko$¢ odsetek nalicza-
nych od pozyczonego kapitatu w okresie jednego roku), nominalna stopa procentowa (nie uwzglednia
inflacji), realna stopa procentowa (nominalna stopa procentowa pomniejszona o inflacje), efektywna
stopa procentowa (uwzglednia odsetki naliczane w trakcie trwania inwestycji w ciagu roku, a w przy-
padku braku naliczania odsetek wewnatrz ustalonego okresu, np. roku, efektywna i nominalna stopa
procentowa pokrywaja sie), rzeczywista stopa procentowa (uwzglednia dodatkowe opfaty zwigzane
z kredytem, np. prowizje, ubezpieczenia, marze,..., powszechnie wystepujgca jako RRSO, czyli rze-
czywista roczna stopa oprocentowania), stata (niezmienna w trakcie trwania umowy kredytowej) oraz
zmienna stopa procentowa (kredytobiorca zgadza sie na zmiane stopy w trakcie trwania umowy kre-
dytowej). W dalszej czesci tekstu niektére z nich zostang szerzej wyjasnione.

 Wozrost ryzyka najczesciej Jednym z gtéwnych czynnikéw wptywajacych na wy-
powoduje wzrost stopy soko$¢ stopy procentowej jest ryzyko inwestycji, w sto-
procentowej i na odwrot: sunku do ktérej ma ona zastosowanie. Wzrost ryzyka
mniejsze ryzyko, to mniejsza najczesciej powoduje wzrost stopy procentowej i na od-
stopa procentowa.” wrét: mniejsze ryzyko, to mniejsza stopa procentowa.
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Waznym czynnikiem wptywajacym na wysoko$¢ stopy procentowej jest takze tzw. ptynno$é. Najbar-
dziej ptynna jest gotdwka (pozyczona np. od znajomych badZ w banku), zdecydowanie mniej ptynna
jest np. nieruchomos$¢ (dom, mieszkanie, itp.), w przypadku sprzedazy ktérej czas od podjecia
decyzji o sprzedazy do momentu sprzedazy a nastepnie
uzyskania pieniedzy jest duzo dtuzszy, niz wspomniana
wczesniej pozyczka pienigzna od znajomych. General-
nie, im ptynniejsze sg aktywa, tym nizsza stopa pro-
centowa zgodnie z 0gélng zasadg finanséw: mniejsza
ptynno$¢ wymaga wyzszego wynagrodzenia.

,Im ptynniejsze sg aktywa,

tym nizsza stopa procentowa
zgodnie z 0gdlng zasada
finanséw: mniejsza ptynnosc
wymaga wyzszego wynagrodzenia.”

W powszechnym uzyciu krazy stwierdzenie, iz ,gotéwka uzyskana dzi$ jest wiecej warta niz
gotowka uzyskana jutro”. Ewentualna parafraza mogtaby wygladac¢ nastepujaco: ta sama kwota
pieniedzy otrzymana dzi$ oraz za jaki$ czas (np. za rok) nie posiada tej samej wartosci. Co
najmniej dwie przyczyny uzasadniajg powyzsze stwierdzenie: wystepujgca w procesach gospo-
darczych inflacja (zmniejszajaca sie warto$¢ pienigdza w przysztych okresach) oraz mozliwo$é
zainwestowania dzisiejszej gotowki z zyskiem odebranym np. za rok.

W tym drugim przypadku mozliwo$¢ inwestowania go-
téwki w réznych momentach czasowych na rézne dtu-
gosci okreséw powoduje, iz wartos¢ gotéwki zmienia sie
w czasie. Do sprawdzenia, z jakg wartoscig gotowki be-
dziemy mieli do czynienia za pewien okres albo ile dzi$
wynosi warto$¢ gotowki, ktérg w przysztosci (po pewnym
okresie) mozemy otrzymac w znanej dzi$ wysokosci, stu-
73 operacje: kapitalizacji odsetek i dyskontowania oraz
pojecia: warto$¢ obecna i warto$¢ przyszta. Wczesniej
jednak niezbedne bedzie wprowadzenie dwdch podsta-
wowych zasad oprocentowania kapitatu w ustalonym
okresie ,pracy” kapitafu: zasady oprocentowania prostego
oraz skfadanego. Na potrzeby niniejszego opracowania
odsetki od kapitatu beda:

-

j.p. lub PLN),

-

,Do sprawdzenia, z jaka
wartoscig gotéwki bedziemy
mieli do czynienia za pewien
okres albo ile dzis wynosi
wartos¢ gotowki, ktérag

w przysztosci (po pewnym
okresie) mozemy otrzymac

w znanej dzis wysokosci, stuza
operacje: kapitalizacji odsetek
i dyskontowania oraz pojecia:
warto$¢ obecna i wartos¢
przyszta.”

< oznaczaty procent tego kapitatu wyrazony najczesciej w jednostkach pienieznych (w skrécie

< naliczane po uptywie tzw. okresu bazowego (lub podstawowego) oznaczajacego zazwy-

czaj jeden rok (zmiana okresu bazowego z jednego roku na krétszy np. kwartat lub dtuzszy

np. okres 2-letni zostanie wyraznie zaznaczona).

OPROCENTOWANIE PROSTE

Wedfug zasady oprocentowania
prostego odsetki od kapitatu
poczatkowego danej inwestycji

sg naliczane proporcjonalnie

do dtugosci trwania tej inwestycji.

V4 cipur

Whktadajgc zatem kwote poczatkowg w wysokosci
100 PLN na trzyletnig lokate bankowg oprocen-
towang 10% w skali roku, po pierwszym roku do-
staniemy 100 PLN + 10% * 100 PLN =110 PLN
(po pierwszym roku odsetki wyniosg 10 PLN). Po
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drugim roku trwania lokaty poza kwotg poczatkowa dostaniemy odsetki ponownie w wysokosci
10% * 100 PLN = 10 PLN. Po trzecim roku, podobnie jak poprzednio, otrzymamy réwniez do-
datkowe 10 PLN. Pamietajac jednak o uzyskanych odsetkach w wysokosci 20 PLN z poprzednich
lat, ostateczna kwota na koniec trwania trzyletniej lokaty bankowej wyniesie 130 PLN. Zatem
odsetki zarobione w trakcie trwania lokaty zostajg dopisane do kwoty poczatkowej pod koniec
inwestycji.

Formalizujac podany przykfad z oprocentowaniem prostym przyjmujemy, ze K, oznacza kwote
poczatkowa, jakg chcemy zainwestowac na jeden okres, r oznacza stope procentowg obowigzu-
jacg w trakcie tej inwestycji oraz K, oznacza kwote, jakg otrzymamy po uptynigciu tego okresu.
Wowczas wysokos¢ kwoty (warto$¢ kapitatu) K, wyniesie:

K =K, +rK,=K (1+7n (1.1)
gdzie
K, — kwota posiadana przgd rozpoczeciem ir'lwestycjil,l
K, — kwota uzyskana po pierwszym okresie inwestycji,
r — oprocentowanie obowigzujace w trakcie trwania inwestycji.

Po dwdch okresach inwestycji o tej samej dfugosci i przy tej samej stopie procentowej r wzgledem
kapitatu poczatkowego K, uzyskamy kwote K, w wysokosci:
K, =K + 1K =K1 +n+rK =K +2rK, =K, (1+2r (1.2)

Zatem w przypadku inwestycji trwajacej n okreséw i tych samych parametrach uogélniony wzor
przyjmie postac:
K=K, ,+rK,=..=K(1 +(n-1)n + K, = K(1+nr) = K+ K, nr (1.3)
gdzie
K, — kwota poczatkowa inwestycji,
K, — kwota uzyskana po n-tym okresie inwestycji,
r — oprocentowanie obowigzujace w trakcie trwania inwestycji,
n — liczba okreséw inwestycji.

We wzorze (1.3) K nr oznacza warto$¢ odsetek wyrazong w jednostkach pienieznych zainwesto-
wanej kwoty, jaka zostanie wyptacona wtascicielowi kwoty poczatkowej K, po uptywie n okresow
przy stafej stopie procentowej r. Uwaga: dla wygody procent w obliczeniach numerycznych
bedziemy zapisywali w postaci utamka dziesietnego (w przyktadach dotyczacych stopy pro-
centowej zazwyczaj z doktadnoscia do czterech cyfr po przecinku), o ile zapis ten nie bedzie
prowadzit do nieporozumien.

PROCENT SKLADANY

Wedtug zasady oprocentowania skfadanego  Wtozona zatem kwota poczgtkowa 100 PLN

odsetki od kapitatu sg naliczane na podobng, jak poprzednio, trzyletnig lo-
i dodatkowo do tego kapitatu doliczane kate bankowg oprocentowang 10% w skali
na koniec kazdego okresu, wzgledem roku, ale przy zafozeniu, iz obowigzuje opro-
ktdrego dane oprocentowanie obowigzuje. centowanie skfadane, po pierwszym roku
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dostarczy dodatkowy zysk w wysokosci 0.10 * 100 PLN = 10 PLN (po pierwszym roku warto$¢
odsetek identyczna do uzyskanych w poprzednim przyktadzie). Po drugim roku trwania lokaty do-
staniemy odsetki w wysokosci 0.10 * 110 PLN = 11 PLN, gdyz na poczatku drugiego roku inwe-
stujemy juz nie 100 PLN, lecz kwote poczatkowa z doliczonymi po pierwszym roku odsetkami, czyli
110 PLN. Po trzecim roku trwania lokaty otrzymujemy odsetki w wysokosci 10% * 121 PLN
= 12.10 PLN, co po dodaniu do wartoéci z poprzedniego okresu osigga kwote w wysokosci
121+12.10 = 133.10 PLN na koniec trwania trzyletniej lokaty bankowej. Zatem odsetki zarobio-
ne w trakcie trwania lokaty dopisywane sg do dotychczasowej kwoty na koncu okresu naliczania
oprocentowania i uwzgledniane przy oprocentowaniu w kolejnym okresie oprocentowania. W tym
przypadku odsetki z zainwestowanej lokaty w wysokosci 100 PLN wyniosty 33.10 PLN.

Analogicznie formalizujgc powyzszy przykfad z oprocentowaniem sktadanym i przyjmujac, ze
inwestujemy kwote K, na jeden okres, w trakcie ktorego oprocentowanie r nie zmienia sig, po
uptynigciu tego okresu wartos¢ kwoty K, wyznaczamy z wzoru podobnego do (1.1):

K =K +rK,=K (1 +71 (1.4)

Zatem przy inwestycji z identyczng i niezmienng w tym okresie stopg procentowg zastosowa-
nie oprocentowania typu prostego lub skfadanego po uptywie jednego okresu dostarcza iden-
tyczng warto$¢ kwoty K,. Réznica migdzy zastosowanymi typami oprocentowania uwidacznia
sie dopiero, gdy kwote zainwestujemy na okres krotszy (np. Y2 okresu bazowego) lub dfuzszy
(np. dwukrotno$¢ okresu bazowego) niz okres bazowy i przypisang jemu stope procentowg. W ta-
kiej sytuacji po dwdéch okresach inwestycji o tej samej dtugosci i przy tej samej stopie procento-
wej r wzgledem kapitatu poczatkowego K uzyskamy kwote K, w wysokosci:

K,=K +rK =K({1 +n=K, (1+0 1+ =K, (1+r)? (1.5)

Dla inwestycji trwajacej n okreséw i tych samych parametrach uogdéiniony wzdér na wyznaczenie
kwoty K po zakonczeniu n-okresowej inwestycji na podstawie rekurencyjnej zalezno$ci przyjmie
postac:

K=K,+rK =K (1+n0=K, (1+n01+1=..=K(1+n" (1.6)

Przez analogie do (1.3) warto$¢ odsetek mozna wyznaczyé odejmujgc we wzorze (1.6) od kwoty
koncowej K zainwestowang na poczatku inwestycji kwote poczatkowa K, czyli:

K,- K =K (1+0"- Ky = K (140" - 1) = K "+ nrt + Yo n (n-1) M2+, + Yo n (n-1) 2+ nn) - (1.7)
przy czym:

K, — poczatkowa kwota inwestycji,

K, — kwota uzyskana po n-tym okresie inwestycji,

r — oprocentowanie obowigzujgce w trakcie trwania inwestycji,

n — liczba okreséw inwestycji,

oraz wspdtczynniki przy stopie procentowej r pochodza z dwumianu Newtona'

n n! ) ) )
! Symbol Newtona: = ——— gdzie n! oznacza iloczyn liczb od 1 don: n!=n(n-1) ... 2 1
y (k) KIn-k)T" y
. n ny\. . n . n n n .
Dwumian Newtona: (x + y)" = X"+ XMyt 4L+ Xlynt 4+ "= X _ xkynk
’ (0) (1) ’ (1) ’ (n)y k=0 (k) !

m CEDUR &4 Komisja Nadzoru Finansowego 9



,Procesem odwrotnym Przedstawiony wczesniej sposob dopisywania odsetek do

(w pewnym sensie) kapitatu poczatkowego nazywamy kapitalizacjg odsetek.
do kapitalizacji jest Uogdlniajgc powyzsze stwierdzenie, kapitalizacjia ozna-
dyskontowanie. cza, ze dochody uzyskiwane w trakcie trwania inwestycji
Dyskontowanie oznacza z zainwestowanego kapitatu sa dodawane do kapitatu po-
przeliczenie wartosci kwoty czatkowego. Procesem odwrotnym (w pewnym sensie) do
na dzis, znajac albo zaktadajac kapitalizacji jest dyskontowanie. Dyskontowanie oznacza
wartosé, jaka kwota ta osiggnie przeliczenie wartosci kwoty na dzi$, znajac albo zaktada-
w przysztosci.” jac wartosé, jakg kwota ta osiggnie w przysziosci.

Jak wspomniano wczes$niej warto$¢ gotéwki, ktérg posiadamy dzi$ w kwocie K i ktdrg posiada-
lismy dwa lata temu badz posiada¢ bedziemy np. za rok w identycznej kwocie K bardzo czesto
nie posiada juz tej samej wartosci. Podobnie rzecz ma sie z ogélnie pojetym kapitatem, ktéry
moze dotyczy¢ nie tylko pieniedzy zgromadzonych na rachunku bankowym, ale réwniez pienia-
dza zamrozonego np. na rachunku papieréw wartosciowych badz w nieruchomosci (mieszkanie,
dom jednorodzinny, dziatka,...). Powstaje wéwczas problem poréwnania wartosci tego samego
kapitatu, lecz ,posiadanego” (réwniez hipotetycznie) w réznych okresach. W zwigzku z tym, aby
mozliwe byto poréwnywanie wartosci kapitatow z réznych okreséw ustala sie jeden wspélny mo-
ment w czasie i przelicza wartosci kapitatu z réznych okreséw na ten wspoélny moment. Pomocne
w tym celu okazuja sie by¢ stosowane w matematyce finansowej pojecia: warto$¢ obecna (ang.
present value; w skrécie: PV) oraz warto$¢ przyszta (ang. future value; FV), ktére — w zaleznosci
od kontekstu — dotyczg m.in. takich wielkosci jak pienigdz, kapitat, inwestycja... Warto$¢ obecna
pozwala na przeliczenie warto$ci dobra z przysztosci
na dzi$ (dyskontowanie). Warto$¢ przyszta natomiast
pozwala przeliczy¢ warto$¢ dobra znanego dzi$ na
ustalony moment w przysztosci np. za 2 lata (oprocen-
towanie). Pojecie wartosci obecnej mozna zilustrowac
nastepujacym przyktadem: jesli na poczatku kwar-
tatu wiemy, ze po jego uptywie uzyskamy 100 PLN
i znajac np. prognozowang inflacje w tym kwartale,
to chcieliby$Smy wiedzie¢, ile warta jest ta kwota dzis.
Analogicznie: dysponujac dzi$ kwotg 100 PLN i zna-
jac prognozowany poziom inflacji bagdz poziom innego czynnika wptywajgcego na zmiane wartosci
pienigdza w ciggu najblizszego kwartatu chcielibySmy wiedzie¢, jaka realng wartos¢ 100 PLN
bedzie miafo po jego uptywie.

,Wartos¢ obecna pozwala

na przeliczenie wartosci

dobra z przysztosci na dzis
(dyskontowanie). Wartosc
przyszta natomiast pozwala
przeliczy¢ wartos¢ dobra
Znanego dzis na ustalony
moment w przysztosci

np. za 2 lata (oprocentowanie).”

PODWAJANIE KAPITALU

Czasami nasuwa sie pytanie: po jakim czasie gotéwka ,pozyczona” (bankowi badz innej instytucji
finansowej np. w postaci lokaty) podwoi sie? tatwo domysle¢ sig, ze odpowiedz uzalezniona jest
od stopy procentowej obowigzujgcej w okresie, na jaki kwota zostata pozyczona. Jesli stopa pro-
centowa wynosi O, to jasne, ze nigdy wymarzonej dodatkowej kwoty nie otrzymamy. Natomiast
w przypadku dostatecznie wysokiego oprocentowania takg kwote mozemy otrzymaé w stosun-
kowo krétkim czasie (np. po uptywie kilku dni). Zatem intuicja podpowiada, ze im nizsza stopa
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procentowa, tym okres oczekiwania na podwojenie kapitatu bedzie dtuzszy. Jak to policzy¢?
Wré¢my do oprocentowania prostego (wzér 1.3) oraz oprocentowania sktadanego (wzér 1.6)
i przeksztattmy je do takiej postaci, aby stosunek kapitatu K oczekiwanego w przysztosci do
kapitatu poczgtkowego K byt réwny 2. W przypadku oprocentowania prostego otrzymujemy:

1+nr= K”=2

stad
n=%2-=- (1.8)

Zatem liczba okreséw w przypadku oprocentowania prostego, po ktérych kapitat podwoi sie ze sta-
fa stopg procentowg r wyniesie n = - Rzeczywiscie: jesli zainwestowana kwota K, = 100 PLN
przy statej stopie procentowej r=10% w okresie bazowym i oprocentowaniu prostym, to kwote
koncowg w wysokosci 200 PLN uzyskamy po 10 okresach. Powyzszg zalezno$¢ mozemy uogol-
ni¢ na dowolng wielokrotno$¢ k kwoty poczatkowej K, czyli n = k1

W przypadku oprocentowania sktadanego sprawy sie nieco komplikujg: po odpowiednim prze-
ksztatceniu wzoru (1.6) i przyjeciu, ze K” = 2 obydwie strony nalezy zlogarytmowac?.
Wowczas: 0

skad
n=_In(2 (1.9)

Inwestujac kwote K, = 100 PLN ze statym oprocentowaniem r=10%, ale sktadanym po kazdym
okresie bazowym kwote 200 PLN otrzymamy po n = #izo)n =~ 7.27 okreséw, czyli zgodnie
z przewidywaniami szybciej, niz w przypadku oprocentowania prostego. Uogoélniajac (1.9) na
dowolng liczbg k wielokrotnosci kapitatu K, uzyskujemy: n = qu“ﬁr)

Do tej pory postugiwali$my sie nominalng stopg procentowg przyjmujac, ze obowigzuje ona
w okresie bazowym oprocentowania i nie zmienia sie w trakcie trwania inwestycji. W przypadku
lokat bankowych (ale nie tylko) bardzo czesto bank podaje informacje o nominalnej rocznej stopie
procentowej, ale z mozliwo$cig kapitalizowania odsetek np. co kwartat lub co pét roku. Jesli nali-
czanie odsetek ma miejsce czesciej, niz raz na koniec okresu bazowego, to méwimy wéwczas
o kapitalizacji niezgodnej, ktéra odbywa sie¢ w okresach tzw. konwersji. W sytuacji, kiedy okres
konwersji oraz bazowy nie pokrywajg sie, wygodnie] jest postugiwac sie efektywng stopg pro-
centowg (oznaczang jako r,). Efektywna stopa procentowa rézni sie od stopy nominalnej tym, ze
uwzglednia naliczane odsetki w okresach konwersji i ha koniec okresu bazowego zastosowanego

? Logarytmowanie jest operacja odwrotng do potegowania. Logarytm przy podstawie a z liczby b (log b) oznacza liczbe c,
bedaca potega, do ktérej podstawa a musi by¢ podniesiona, aby dac liczbe b, czyli:

log,b = ¢ & a°=b.

Zatem logarytmowanie mozna okre$li¢ jako ,zgadywanie”, do ktdrej potegi (c) nalezy podnie$¢ podstawe logarytmu
(a), aby otrzymac liczbg b. Logarytmem naturalnym (In) jest logarytm, ktérego podstawg jest liczba e réwna w przybli-
zeniu 2,7183. Wiekszo$¢ obecnych kalkulatoréw jest wyposazona w funkcje logarytmowania przy dowolnej podstawie
(w szczegblnosci przy podstawie e) oraz potggowania.
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,Efektywna stopa procentowa do K, podaje faktyczng kwotg, czyli powigkszong o odset-

rézni sie od stopy nominalnej ki doliczane po kolejnych okresach konwersji. Jesli okres
tym, ze uwzglednia naliczane konwersji oraz okres bazowy pokrywajg sie, woéwczas
odsetki w okresach konwersji stopa nominalna oraz efektywna sg identyczne. W przy-
i na koniec okresu bazowego padku, kiedy odsetki naliczane sg m-krotnie wewnatrz
zastosowanego do K o okresu bazowego (okres bazowy jest m-krotno$cig okresu
podaje faktyczng kwote, konwersji) wprowadza sie dodatkowe oznaczenie na no-
czyli powiekszong o odsetki minalng stope procentowa r™, ktéra podlega konwersji
doliczane po kolejnych wewnatrz okresu bazowego. Formalnie efektywng stope
okresach konwersji.” procentowg wyznaczamy z zaleznosci miedzy nominal-

ng (r) i rwnowazng jej efektywng (r,) stopg procentowa
w tym samym okresie bazowym korzystajac z (1.6). Przyjmujac, ze w trakue — okresu bazo-
wego K, wzro$nie o Kom , o po jednym okresie K, wyniesie
1 r(m) m
K =K\l -

1

natomiast po n okresach:

P
I

K, 1+ (1.10)

gdzie

K, — poczatkowa kwota inwestycji,

K, — kwota uzyskana po n-tym okresie inwestycji,

r'™ — oprocentowanie obowigzujace w jednym okresie bazowym,

n — liczba okreséw inwestycji,

m — liczba podokreséw w okresie bazowym (np. liczba miesiecy, kwartatéw, pétroczy,..., w jed-
nym roku utozsamionym z okresem bazowym).

Zatem réwnowaznos$¢ kapitatéw po uptywie jednego okresu bazowego w przypadku zastosowania
stopy nominalnej r oraz stopy nominalnej r'™ m-krotnie konwertowanej pozwala na wyznaczenie
efektywnej stopy procentowej r:
_ r(m) m
K1+ 0 =K, (1412,
skad
[ = (1 + "m’) -1 (1.11)
gdzie
r'™m/m — oprocentowanie obowigzujgce w m-tej czesci okresu bazowego,

m — liczba podokreséw w okresie bazowym (np. liczba miesiecy, kwartatéw, pétroczy,..., w jed-
nym roku, jesli rok utozsamiono z okresem bazowym).
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__________________________________________________________________________________________________|
Przyktad

Bank oferuje lokate na rok w trzech wariantach:

a) oprocentowanie w okresie bazowym wynosi 10% i odsetki naliczane sg na koniec
okresu bazowego (okresy: konwersji oraz bazowy pokrywajg sie),

b) oprocentowanie w okresie bazowym wynosi 9%, ale odsetki naliczane i kapitalizowa-
ne sg co pdt roku (okres bazowy jest 2-krotnoscig okresu konwersji),

c) oprocentowanie w okresie bazowym wynosi 8%, ale odsetki naliczane i kapitalizowa-
ne sg co kwartat (okres bazowy jest 4-krotnoscig okresu konwersji).

Ktdra z lokat bedzie korzystniejsza dla klienta?

Rozwiazanie

Na pierwszy rzut oka nie bardzo wiadomo, ktdra z nich jest atrakcyjniejsza. W przypad-
ku a) sytuacja jest prosta: wkfadamy 100 PLN na rok i po roku dostajemy 110 PLN.
W przypadku b) oprocentowanie jest nizsze, ale odsetki zarobione wewnatrz okresu
bazowego sg kapitalizowane co pot roku, czyli r, = 9% / 2 = 4,5%. Przyjmujgc n=2
potrocza otrzymujemy:

100 (1+r)" = 100 (1+r/n)" = 100 (1+0,045)? ~ 109,20 PLN.

W przypadku c) oprocentowanie jest najnizsze, ale odsetki zarobione wewnatrz okresu
bazowego kapitalizowane sg co kwartat, czylir, = 8% / 4 = 2%, skad

100 (1+r)" =100 (1+0,02)* =~ 108,24 PLN.

Zatem, pomimo naliczania odsetek wewnatrz okresu bazowego i doliczania ich do kwoty
poczatkowej lokata c) jest najmniej opfacalna w stosunku do pozostatych. Oczywiscie
przy zafozeniu jednakowych stép procentowych sposéb naliczania odsetek w lokacie
c) bedzie korzystniejszy w stosunku do b) i tym bardziej do a). W sytuacji, kiedy do
wyboru mamy kilka propozycji z réznymi poziomami stép procentowych i rézng kapita-
lizacjg odsetek, przydatna do poréwnar okazuje sie by¢ wtedy wfasnie efektywna stopa
procentowa. W powyzszym przykfadzie stopy efektywne (r.) wynoszg odpowiednio:
ar,=10%,

b)r,=(1+9%/2)?-1 = 9,2025%,

c)r,=(1+8%/4)-1 = 82432%.

Zgodnie z wczesniejszg diagnozg r,, wariant a) daje klientowi najwyzszq wartos¢ odse-
tek.
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RACHUNEK RENT

Przez rente w potocznym tego stowa znaczeniu zazwyczaj rozumie sie regularnie (np. raz w mie-
sigcu) otrzymywane na rachunek bankowy $wiadczenie rentowe lub emerytalne z Zaktadu Ubez-
pieczen Spotecznych lub innej instytucji finansowo-ubezpieczeniowej. W obszarze finanséw
(réwniez w matematyce finansowej i ubezpieczeniowej) pojecie renty ma zdecydowanie bardziej
uniwersalny charakter i zazwyczaj te uniwersalno$¢ podkres$la sie poprzez dodanie przymiotnika
»,matematyczna”, czyli renta matematyczna. Jednak w dalszych rozwazaniach bedziemy postugi-
wac sie tylko pojeciem ,renta” , o ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumien.

,Kazdy ciag ptatnosci Kazdy ciag pfatnosci okresowych (wptat, wyptat) o jed-
okresowych (wpfat, wyptat) nakowej lub roznej wartosci, ale majacych miejsce
o jednakowej lub réznej w rownych odstepach czasu (np. co miesigc, co rok,...)
wartosci, ale majacych nazywamy rentg (ang. annuity). Réwne odstepy pomie-
miejsce w réwnych odstepach dzy kolejnymi przeptywami pienieznymi (ratami renty)
czasu (np. co miesiac, nazywamy okresem bazowym renty. Rentg zatem moz-
co rok,...) nazywamy rentg na nazwac cigg sptaty pozyczki badz rat kredytu, cigg
(ang. annuity).” wptacanych skiadek ubezpieczeniowych zwigzanych

z obowigzkowym ubezpieczeniem OC samochodu lub
mieszkania, miesieczny czynsz, réwniez wspomniany wczesniej cigg $wiadczen emerytalnych
regularnie przynoszonych przez listonosza badz przelewanych przez ZUS na konto. W pewnym
sensie rentg mozna réwniez nazwac wyptate przez pracodawce statego, comiesigcznego wyna-
grodzenia pracownikowi.

W zaleznosci od dodatkowych zatozen i kryteridw przyjetych wzgledem renty matematycznej wy-
réznia sie jej kilka typéw. Jesli kryterium stanowi dtugos$¢ trwania renty, to najczeéciej wyréznia sie
rente pewng oraz rente wieczysta. W przypadku terminu ptatnosci w okresie (na poczatku lub na
koncu), to zazwyczaj rozréznia sie rente ptatng z géry oraz ptatng z dotu. Natomiast jesli kryterium
stanowi moment wyceny renty (réwnowaznej tworzacemu jg kapitatowi), to méwimy o wartosci po-
czatkowej lub koncowej renty. Wprowadzone pojecia szerzej wyjasnimy w dalszej czesci rozdziatu.

Renta pewng nazywamy ciag ptatnosci (rat) w ustalonych (np. 10-tego kazdego miesigca) i row-
noodlegtych (np. miesigc) terminach ptatnosci przez okreslong na poczatku uruchomienia renty
liczbe n okreséw (np. n = 36 miesiecy). Zatem renta pewna powinna by¢ przez n okreséw wypta-
cana pobierajacemu bez wzgledu na okolicznosci (np. przedwczesna $mieré¢ osoby pobierajacej,
o ile nie zawarto odrebnych klauzul regulujacych taki przypadek).

Renta wieczysta nazywamy cigg ptatnosci (rat) w ustalonych (np. 10-tego kazdego miesigca)
i rownoodlegtych (np. miesigc, kwartat) terminach pfatnosci przez nieskonczong liczbg okresow.
Renta wieczysta znajduje swoje zastosowanie w pewnych typach $wiadczen zwigzanych z ubez-
pieczeniami na zycie, w ktérych moment $mierci nie jest znany i tym samym moment zakoncze-
nia wyptaty $wiadczenia nie jest precyzyjnie okreslony.
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Rente — w szczego6lno$ci zwigzane z nig ptatnosci — najczesciej charakteryzujg nastepujace wielkosci:
w przypadku renty skonczonej: okres, w jakim pfatnosci sa dokonywane (zwany czasem
trwania renty) lub liczba rat,

warto$¢ kazdej raty (jesli nie sg state w okresie trwania renty),

odlegtos$¢ w czasie migdzy kolejnymi ptatnosciami (np. miesiac, kwartaf, rok,...) zwana okre-
sem renty,

termin ptatnosci pierwszej (ewentualnie ostatniegj) raty.

0o o

(V]

Renty rowniez dzieli sie ze wzgledu na moment pfatnosci, ktéry w trakcie okresu bazowego moze
przypada¢ na jego poczatek lub koniec. W tym pierwszym przypadku rente nazywamy ptatng
z gory, w drugim natomiast ptatng z dofu.

Renty w obszarze finanséw i ubezpieczen zazwyczaj stuzg do:

2 zgromadzenia takiej kwoty pienieznej przy zatozeniu statych wptat o okreslonym typie i wiel-
kosci oprocentowania, aby suma ptatnosci statych rat wraz z odsetkami byfa réwna kwocie
zafozonej na poczatku (np. fundusz emerytalny lub fundusz amortyzacyjny, o ktérym szerzej
w rozdziale pt. ,Metody wyznaczania rat kredytu (...)"),

okreslenia kwoty pieniedzy, ktdra zostanie zainwestowana i wraz z zarobionymi odsetkami

zapewni serie ptatnosci w ustalonej wysokosci raty i ustalonym okresie.

(V]

W tym pierwszym przypadku méwimy o wartosci przysztej renty, w tym drugim o wartosci obecnej
renty.

W pierwszym przypadku warto$¢ poczatkowa renty oznacza sume przeliczonych na chwilg po-
czatkowg wartosci rat, w drugim przypadku natomiast — sume wartos$ci zaktualizowanych na
koniec okresu trwania renty. Zazwyczaj do oceny réwnowaznosci np. kilku rent wykorzystujemy
np. réwnos¢ ich wartosci poczatkowych.

RENTA PLATNA Z DOLU

Zatézmy, ze interesuje nas zgromadzenie kapitatu przy wptatach o statej wysokosci R w ciggu
n okreséw na koncu kazdego z nich. Mamy woéwczas do czynienia z rentg ptatng z dotu.
Pierwsza wptata w wysoko$ci R oprocentowana stopa r przez pozostate n-1 okreséw na koniec
pierwszego wyniesie:

R(14r)!
gdzie
R — wysoko$¢ raty,
r — oprocentowanie obowigzujgce w jednym okresie,
n — liczba okreséw.

W momencie wpfaty drugiej raty do korica trwania renty pozostajg n-2 okresy. Druga rata wptaco-
na pod koniec drugiego okresu oprocentowana bedzie przez kolejne n-2 okresy. Zatem pod koniec
n-tego okresu jej wartos¢ osiagnie:

R(1+4n)2
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Ostatnia wptacona rata w wysokosci R na koniec n-tego okresu wyniesie R(1-+r)°=R. Zatem
warto$¢ zgromadzonych pieniedzy na koniec n-tego okresu trwania renty wyniesie:
R1+nN™ + R(1+0N"2 +...4+ R(1+r + R = R(1+0™ + (1+nN"2+...+ (1+1) + 1)

tatwo zauwazy¢, ze po wyciaggnieciu wspoélnego czynnika R dostajemy sume skonczonego ciggu
geometrycznego. Zastosowanie wzoru na sume takiego ciggu ze statym ilorazem g oraz wyrazem
poczatkowym a zgodnie z wzorem (2.1):

o]
Iz
—_

(2.1)

i przyjeciu wartosci raty R = 1 jednostce pienieznej (j.p.) oraz q=1+r pozwala na podanie war-
tosci koncowej renty oprocentowanej stopg r:

Smr

_ (1+rr) -1 (2.2)
gdzie

r — wysoko$¢ oprocentowania,

s, — warto$c renty ptacacej 1 j.p. przy oprocentowaniu r przez n okreséw na koniec kazdego
z tych okresow.

Zatem warto$¢ koncowa renty ptacacej R j.p. wyniesie s_ = Rs_. Tym samym, znajac wartos¢
koncowg renty oraz oprocentowanie obowigzujgce w trakcie jej trwania mozemy wyznaczy¢ wy-
sokos$¢ raty ptatnej w okresie bazowym:

R= o (2.3)

gdzie

R — wysoko$¢ raty,

s, — warto$c¢ renty ptacacej 1 j.p. przy oprocentowaniu r przez n okreséw na koniec kazdego
Z nich.

Symboli s, oraz s powszechnie uzywamy do oznaczenia wartosci koncowej renty ptacacej od-
powiednio 1 j.p. oraz R j.p.

Przyktad
Jaka kwote osiggniemy za 3 lata, jesli na koniec kazdego roku odktadamy 1000 PLN na
koncie oprocentowanym 10% w skali roku?
Rozwiazanie
Wiedzac, ze wysokosc raty wynosi R = 1000 PLN przy oprocentowaniu r = 10% w ciggu
n = 3 okreséw wyznaczamy warto$c¢ koricowg raty sy:

Sy =R *s5,, 1000*3,31 = 3310 PLN
Zatem, odktadana co rok kwota 1000 PLN wygeneruje stan oszczednosci, ktdry réwny
bedzie wartosci koricowej renty ptatnej z dotu, czyli 3310 PLN.
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Przyktad

Za 3 lata potrzebujemy kwoty 10 000 PLN. Bank oferuje konto systematycznego oszcze-
dzania oprocentowane miesiecznie 1% z kapitalizacja miesieczng. Jaka rate réwnej
wielkosci powinnismy wpfacac¢ co miesigc, aby 0siggna¢ powyzsza kwote?

Rozwiazanie

Wiedzac, ze r = 1%, n=36 okreséw oraz ssz =10 000 PLN wyznaczamy wartos¢ kon-

Cowg renty Szg o (140,01)%-1

Som = 001 = 43,0769

Korzystajac ze wzoru (2.3) wysokoS¢ raty R = % = 232,14 PLN. Rzeczywiscie
odkfadajac co miesiac 232,14 PLN przy oprocentowaniu r = 1% sktadanym miesiecz-
nie po 36 miesigcach uzyskujemy 10 000 PLN:

232,14 + 232,14*(1+0,01) + 232,14*(14+0,01)*+... + 232,14*(1+0,01)3*=10 000.

Podobnie wyznaczamy aktualng warto$¢ ciggu n ptatnosci w trakcie n okreséw zwang takze
wartoscig obecng renty n-okresowej ze statg ratg R i statym oprocentowaniem r. Ponownie rozwa-
zamy rente ptatng z dotu (w chwilach 1, 2,...,n). Wptacona 1 j.p. na koniec pierwszego okresu

ma w chwili obecnej (chwila O, czyli na poczatku tego okresu) warto$¢ réwng ﬁ = v, gdzie v
oznacza czynnik dyskontujacy. Wptacona w drugim okresie kolejna 1 j.p. i przeliczona na chwile
1

0 (zdyskontowana) bedzie réwna = v2 Zatem wptacona 1 j.p. w n-tym okresie

r+1) r+1
obecnie warta jest v". Uwzgledniajgc wszystkie n ptatnosci, jakich w tym okresie dokonujemy,
aktualna warto$¢ serii ptatnosci z dotu wyniesie:

a =v+vi+ ..o+ (2.4)

e
Ponowne zastosowanie wzoru na sume ciggu geometrycznego (2.1) skraca zapis w (2.4) do:

1 1y
-1 7(1“) o 1_(1+r) = L (2.5)
e v-1 r+l1 1 14r r r :

1+r 1+r

gdzie

r — oprocentowanie w jednym okresie,

v — wspdtczynnik dyskonta zwigzany ze stopg procentowa r,

a_, — warto$¢ obecna renty ptacacej 1 j.p. przy stopie procentowej r przez n okresow.

Warto$¢ zaktualizowanych na poczatek okresu ptatnosci z dotu w wysokosci R j.p. wyniesie a,
= Ra. Uzyte symbole a_ oraz a, oznaczajg wartosci obecne renty pfatnej z dofu w przypadku
ptatnosci odpowiednio: 1 j.p. oraz R j.p. Analogicznie do wzoru (2.3) znajac a_ oraz a_, mozemy
podaé wartos¢ raty R

an
R =

(2.6)

anr

gdzie
a., — warto$¢ obecna renty ptacacej 1 j.p. przy stopie procentowej r przez n okresow,
a,— wartosc¢ obecna renty pfacacej R j.p. przy stopie procentowej r przez n okresow.
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Przyktad
Firma ubezpieczeniowa oferuje 65-latkom rente ,,Luksus na staro$¢”, w ramach ktorej
wypfaca przez 15 lat na koniec kazdego roku kwote w wysokosci 12 000 PLN. Jaka
kwota pieniedzy nalezy dysponowac na poczatku uruchomienia renty, aby przy oprocen-
towaniu 6% w skali roku zrealizowa¢ zamierzone wypfaty?
Rozwiazanie
Znamy kwote, jaka bedziemy chcieli wypfacac przez n=15 lat na koniec kazdego roku
w wysokosci R=12 000 PLN przy oprocentowaniu rocznym r=6%. W takiej sytuacji
wartos$¢ obecna renty ptacacej 1 j.p. przez 15 lat przy oprocentowaniu 6% rocznie
wyniesie:

1—( 1

15
e = JO“L(‘;%OG) = 9,712249.

Do zrealizowania zamierzen firmy nalezy zatem zabezpieczyc:
A = RamG% = 12000 *9,712249 = 116 547 PLN.

Jesli renta w wysokosci R jest ptatna m razy w ciaggu jednego okresu konwersji stopy procentowe;j
(okresem konwersji moze by¢ np. 1 rok) przez n okreséw konwersji i kazdorazowo na koniec

podokresu, wowczas pojedyncza rata R wyniesie R | = i. Warto$¢ obecng renty ptatnej z dotu
mozna w takim przypadku zapisa¢ wzorem (2.7):
(m) R (\# 2 e 2k 2% - n
a™ = \VT + VI L VR VI Ty oyt =
1 N (2.7)
_ B y" oyt _ E 1-v" -R 1—y"
- m N - m L - ( r(m))
1-v™ (1+n" -1

gdzie m oznacza liczbe ptatnosci w jednym okresie konwersji stopy procentowej, n jest terminem
renty mierzonym liczba okreséw konwersji stopy procentowej oraz kazdy okres konwersji stopy
procentowej jest wielokrotnoscia liczby okreséw ptatnosci (m i n sg liczbami naturalnymi i wiek-
szymi od 0).
Miegdzy wartosciami obecnymi rent m-krotnie ptacgcej z dotu w okresie konwersji a_™ oraz ptatnej
z dotu w jednym okresie a_ istnieje Scisty zwigzek, ktéry pozwala na przeliczenie jednego typu
renty na drugi:
am = T 3
W podobny sposéb wyznaczamy warto$¢ zakumulowang powyzszej renty tuz po ostatniej ptatnosci:
s,=a_ (1+n" (2.8)

s = a ™ (140" = Ri(lt{m)?_l

réwniez korzystajac z zaleznosci migdzy s ™ a's ;

r
m = —
sﬁ - r(m) sm
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gdzie

m - liczba pfatnosci w jednym okresie konwersji stopy procentowej,

n  —termin renty mierzony liczbg okreséw konwersji stopy procentowej (kazdy okres konwersji
stopy procentowej jest wielokrotnoécig liczby okreséw ptatnosci),

r  —obowigzujgca w okresie bazowym stopa procentowa,

rm  — obowigzujgca w m-tym okresie bazowym stopa procentowa,

s.m — zakumulowana warto$¢ renty n-okresowej z uwzglednieniem m konwersji w jednym okre-
sie bazowym,

s, — zakumulowana wartosc renty n-okresowej.

W przypadku zmiennego oprocentowania r obowigzujgcego w kazdym k-tym okresie, ktére

dodatkowo moze zmienia¢ sie réwniez w podokresach k-tego okresu i zatozeniu statej raty

w k-tym okresie uogélniony wzdér na warto$¢ renty K ptatnej z dotu przyjmie posta¢ podang

w (2.9):

K=%R, 11 (2.9)
B Ty

Zaktadajac dodatkowo, ze stopa procentowa w tym okresie jest stata (rj.:r) oraz raty we wszyst-
kich okresach sg state (R, =R) posta¢ (2.9) upraszcza sig do wzoru (2.10)

-Ry L (2.10)

ktory pokrywa sie z a, we wzorze (2.5) po podzieleniu przez R i w ktorym:

r, —stopa procentowa w j-tym okresie,

r — stafa stopa procentowa we wszystkich okresach,

R, — wartos¢ raty w k-tym okresie,

R - stata warto$¢ raty we wszystkich okresach,

K — wartos$¢ renty n-okresowej ze statymi R badz zmiennymi Ri wysokosciami raty w podokre-
sach.

RENTA PLATNA Z GORY

Analogicznie, jak w przypadku renty ptatnej z dofu, wyznaczamy warto$¢ koncowg (skumulowa-
ng) oraz warto$¢ aktualng (obecng) renty ptatnej z géry. W przypadku renty ptatnej z goéry wspo-
mniana ptatno$¢ ma miejsce na poczatku okresu, w przeciwienstwie do poprzedniego przypadku.
Zatem modyfikacja wzoréw (2.2) oraz (2.5) sprowadzi sie w pewnym sensie do ,przesuniecia”
liczby okreséw o jeden wstecz. Wptacajgc rate w wysokosci R na poczatku pierwszego okresu
bazowego jej warto$¢ zostanie oprocentowana przez n okreséw, wptacajac kolejng rate w drugim
okresie bazowym zostanie ona oprocentowana przez n-1 okresoéw, itd. Ostatecznie wptacona n-ta
rata zostanie oprocentowana przez ostatni okres bazowy. Stgd suma rat gromadzonych w kolej-
nych okresach wyniesie:

R(I+0" 4+ R(1+0" +...+ R(1+1) = R(1+n [(1+0™ + (1+0"2 +...+ 1]
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czyli
§, = RL+n 1501 2.11)

Podobnie w przypadku warto$ci biezacej renty ptatnej z gory:

4, = R(1+n 12V (2.12)

nl

Uzyte we wzorach (2.11) oraz (2.12) symbole: §, oraz 4, oznaczajg odpowiednio: warto$¢ sku-
mulowang oraz warto$¢ obecna renty ptatnej z gory.

Jesli renta w wysokosci R jest ptatna z géry m razy w ciagu jednego okresu konwersji stopy pro-
centowej przez n okreséw konwersji za kazdym razem na poczatku podokresu, wéwczas warto$¢é
obecng renty ptatnej z géry mozna zapisaé¢ wzorem (2.13):

1

Gm = % e v"*F) = R(I(;(‘r’“?) (2.13)

gdzie m oznacza liczbg ptatnosci w jednym okresie konwersji stopy procentowej, n jest terminem
renty mierzonym liczbg okreséw konwersji stopy procentowej oraz kazdy okres konwersji stopy
procentowej jest wielokrotnoscig liczby okreséw ptatnosci (m i n sa liczbami naturalnymi i wiek-
szymi od 0).

Pomigdzy wielkosciami 4™, §™ oraz a_ mozemy wykaza¢ nastgpujace zaleznosci, pozwalajace
na przeliczenia pomigdzy odpowiednimi typami rent:

i = ot ) 2= o 2,

(2.14)
g(m — 5 (m n — (1+r)n71
§m =3 m(I+n"=R g

§m = ( #ﬂ;?—)sm
Na koniec rozdziatu poswieconego rentom warto wspomnie¢ jeszcze o rentach ptatnych w nie-
skonczono$¢ zwanych tez rentami wieczystymi lub bezterminowymi. W takiej sytuacji mamy
do czynienia z nieskonczonym ciggiem geometrycznym. Warto$¢ obecng renty tego typu mozna
zatem wyznaczy¢ modyfikujac nieco wzér (2.1).
W przypadku renty ptatnej z dotu warto$¢ obecng renty wieczystej wyrazamy wzorem:

an, =VvHViE V=

=! r

natomiast renty ptatnej z gory:
1
]

gdzie d jest stopg dyskonta, natomiast 4_, — wartoscig obecng renty pfatnej z géry przy ustalonej
stopie procentowe;j r.
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MIETODY WYZNACZANIA

RAT KREDYTU NA PODSTAWIE
KLASYCZNYCH SCHEMATOW
AMORTYZACII

Pozyczki i kredyty stanowig istotng cze$¢ transakcji dokonywanych przez uczestnikéw wspdétczesnych
rynkéw finansowych. Stosunkowo czesto sg réwniez poza rynkiem naturalng formag wzajemnego
wsparcia materialnego miedzy nieprofesjonalnymi uczestnikami rynku (np. pozyczki rodzinne). O ile
w tym drugim przypadku pozyczki przyjmujg posta¢ nieformalng, o tyle w pierwszym strony, ktory-
mi sg pozyczkodawca (wierzyciel) i pozyczkobiorca (dfuznik) zobowigzuja sie do zawarcia formalnej
umowy miedzy nimi, uregulowanej odpowiednimi przepisami prawa (cywilnego, bankowego, han-
dlowego, gospodarczego, itp.). Do najczestszych skfadowych umowy odnosnie kredytu miedzy stro-
nami nalezy: okreslenie stron umowy, okresle-
nie celu kredytu, okre$lenie wysokosci kwoty
kredytu, okreslenie wysokosci kosztu kredytu
(oprocentowanie, marze, prowizje,...), termin
uruchomienia oraz spfaty kredytu, sposéb
regulowania zobowigzan, okreslenie zobowigzan, dodatkowe zabezpieczenia odnosnie kredytu, itp.
W zaleznosci od okresu, na jaki pozyczka jest udzielona, rozréznia sie kredyty krétkoterminowe (do
1 roku), $rednioterminowe (do 5 lat) oraz dtugoterminowe (powyzej 5 lat). Standardem w przypadku
kredytéw krétkoterminowych jest stosowanie oprocentowania prostego, w przypadku $redniotermino-
wych — sktadanego, a w przypadku dfugoterminowych — sktadanego lub ciagtego (o ktérym, z racji
ograniczonego zastosowania w kontekscie niniejszej broszury, szerzej nie wspominamy). W przypadku
zadtuzenia powszechnie uzywamy pojec: rata kredytu, obstuga kredytu, okres karencji. Zazwyczaj rate
kredytu dzielimy na dwie podstawowe czesci: cze$¢ kapitafowa oraz cze$¢ odsetkowa, czyli

R=RK + RO

,Zazwyczaj rate kredytu dzielimy
na dwie podstawowe czesci:
czesc kapitatowg oraz czesc¢ odsetkowa.”

gdzie
RK — cze$¢ kapitafowa raty R,
RO — cze$¢ odsetkowa raty R.

Cze$¢ kapitatowa RK spfaca zaciagnigta  (Czesc kapitatowa RK spfaca zaciagnieta
kwote kredytu. CzesC odsetkowa RO sta-  kwote kredytu. Czesc odsetkowa RO
nowi ,koszt” kredytu i zawiera jej podsta-  stanowi ,koszt” kredytu i zawiera jej
wowe oprocentowanie, ewentualne marze,  podstawowe oprocentowanie,

prowizje (czgsto traktowane jako odrgbny  ewentualne marze, prowizje (czesto
sktadnik raty) oraz dodatkowe elementy za-  traktowane jako odrebny skiadnik raty)
warte w umowie. Obstuga kredytu specyfi-  oraz dodatkowe elementy zawarte

kuje spfate biezacych rat kapitatowych, rat — w umowie.”
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odsetkowych, itd. Okres karencji dotyczy przesuniecia (odroczenia) w czasie sptaty pierwszej raty
lub sptaty odsetek w stosunku do momentu udzielenia kredytu. Podobnie, jak poprzednio, okres
bazowy oznacza okres, wzgledem ktdrego dziata nominalna stopa procentowa.

W przypadku sptaty zobowigzan (dtugu, pozyczki, kredytu,...) do okre$lenia wartosci kapitatu
pozostatego do sptaty zazwyczaj stosuje sie powszechng zasade réwnowaznosci wysokosci zobo-
wigzania i rat je sptacajgcych. Zasada ta wywodzi sie z ogdlniejszej zasady réwnowaznosci ka-
pitaféw, wg ktérej dwa kapitaty sa réwnowazne
w chwili t, jesli rdwne sg ich wartosci przeliczo-
ne na chwile t. W przypadku sptaty zobowigzan
zasada réwnowaznosci zobowigzania oraz spta-
cajacych to zobowigzanie rat brzmi: zadtuzenie
o wartosci L, w chwili t=0 jest réwnowazne ciggowi spfacajacych je rat RJ, jesli kapitaty: udzie-
lajgcego kredytu oraz sptacajgcego kredyt sa rownowazne wg zasady rownowaznosci kapitatow.
Zatem sprawdzenie réwnowaznosci kapitatéw sprowadza sig do porédwnania zaktualizowanych
na moment poczatkowy rat R sptacajgcych dtug L oraz warto$¢ dtugu L, (dla wygody ustalamy
statg stope procentowg, ktéra moze ulega¢ modyfikacjom i tg kwestig zajmiemy sie w kolejnych
podrozdziatach):

,Dwa kapitaty sg rdwnowazne
w chwili t, jesli rowne sg ich wartosci
przeliczone na chwile t.”

—yn 1
L zk 1% (141 (CRY
gdzie L, oznacza wartos¢ zobowigzania na poczatku uruchomionego kredytu sptacanego przez n
okresow. Wzor (3.1) jest szczegdinym przypadkiem wzoru (2.9) zaktadajac, iz z kazda ratg wiaze
sie to samo oprocentowanie. Analogicznie do (3.1) réwnowaznos$¢ zobowigzania i sptacajacych je
rat na koniec n-tego okresu sptaty zobowigzania wyznacza sie mnozac obydwie strony (3.1) przez
wspolny czynnik postaci (1+1)", czyli aktualizujac L, oraz cigg sptat R, na ostatniag chwilg t=n

L(l+n" = X R k(lfr)kn (3.2)
Przej$cie z wartosci zaktualizowanej na poczatek zobowigzania do wartosci zaktualizowanej na
koniec zobowigzania sugeruje, ze korzystajac z zasady réwnowaznosci kapitatéw mozemy wyzna-
czy¢ wartos¢ dtugu w dowolnej chwili t, ktéra z jednej strony dfuznikowi pozwoli zweryfikowac
stan zadtuzenia, natomiast wierzycielowi dostarcza informacji o kwocie dfugu juz zwrdconego.
Zatem przeliczenie kwoty na dowolny moment t (t=1,...,n) trwania zadtuzenia dokonuje si¢ na
podstawie wzoru (3.3):

1
L(I+nt=3" R ——5 TR (3.3)
Rozktad sumy sptacanych rat we wzorze (3.3) na czesc sptacong LY = 3! R, 1_&”“ do momentu t

oraz pozostajacg jeszcze do spfaty LP = X7 R, Tane pozwala na przedstaW|en|e wartosci
dtugu pozostajacego do spfaty w dwdch réwnowaznych postamach
LI+ =L =L(1+nN'-X R =75 (1+r)“ (3.4)
oraz
[P=3" R 1 (3.5)

t k=t+1" 'k (1+r)k-t
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zwanych retrospektywng (3.4), ktéra wyznacza warto$¢ dtugu L} juz spfaconego ratami RJ do
chwili t oraz prospektywna (3.5), ktdra okresla wartos¢ dfugu L? pozostatego do spfaty w chwili t.
Warto$¢ dfugu I_J.jest podstawg do modyfikacji wysokosci rat w sytuacji, gdy np. kredytodawca zmienia
stope oprocentowania kredytu w trakcie jej sptacania (do tej kwestii wrocimy w kolejnym podrozdziale).

Do sptaty kredytu i obstugi zadtuzenia w przesztosci stosowano rézne metody, ktére majg swo-
ja dfuga historie. W ramach niniejszego opracowania wspomniano i scharakteryzowano cztery
z nich, ktére odegraty istotng role w przesztosci badz sg stosowane obecnie.

1) ,,Reguta sprzedawcy” (ang. Merchant's Rule), ktéra obowigzywata do ok. 1800 r. i wedfug
ktérej pierwszych n-1 rat stanowity raty kapitatowe, natomiast ostatnia rata zawierata cze$¢ kapi-
tatowa oraz odsetkowa;

|
Przyktad
Klient pozycza w banku 120 PLN na 12 miesiecy z oprocentowaniem 10%. Wedtug
umowy klient ma prawo sptacac kredyt zgodnie z regutg sprzedawcy ratami nieregular-
nymi i w nieregularnych odstepach. Do tej pory klient wptacit 20 PLN na koniec 2-go
miesigca, 50 PLN na koniec 5-tego miesigca oraz 30 PLN na koniec 10-tego miesigca.
Ile wyniesie rata na koniec roku przy zatozeniu, ze obowigzuje rok bankowy (kazdy mie-
sigc ma 30 dni)?
Rozwiazanie:
Gdyby klient miat spfaci¢ caty dfug pod koniec roku wraz z odsetkami, to kwota ta
wynositaby

120 (1+0,1) = 132 PLN.

Jednak klient sptaca dfug w nieregularnych czesciach w ciggu roku. Po 2 miesigcach
saldo jego dtugu wynosi 100 PLN, a do spfacenia pozostafo 10 miesiecy. Kolejna ptat-
nos¢ przypada na koniec miesigca pigtego, zatem przez kolejne 3 miesigce (3/12 roku)
spfacono 50 PLN. Nastepna ptatnosc¢ przypada na koniec miesigca 10-tego. Sptacona
przez 5/12 roku kwota wyniosta 30 PLN i do spfacenia pozostaje 20 PLN przez kolejne
2/12 roku. Uwzgledniajac oprocentowanie w skali roku réwne 10% wartos¢ odsetek na
koniec 12-tego miesigca wyniesie:
120%(2/12)*10% + 100*(3/12)*10% + 50*(5/12)*10% + 20*(2/12)*10% = 6,92 PLN.

Zatem rata R uwzgledniajaca czes¢ kapitatowg (dfug pozostaty do spfaty) oraz czesc
odsetkowa wyniesie
R =20 + 6,92 = 26,92 PLN.

I1) ,,United States rule”: kredytodawca oblicza odsetki od kazdej wptaty raty kredytobiorcy, rata
kapitatowa (rata po odjeciu odsetek) sukcesywnie zmniejsza wielko$¢ niesptaconego kapitatu, je-
$li rata nie pokrywa odsetek wéwczas saldo nie zwigksza kapitafu. Je$li sptaty kapitatu odbywaja
sie w regularnych odstepach, wowczas koszt kredytu wyznaczony metodg ,US Rule” pokrywa sie
z kosztem kredytu wyznaczonym za pomocg schematu amortyzacji ze statymi ratami przedsta-
wionym w kolejnym podpunkcie.
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Przyktad

Podobnie, jak w poprzednim przyktadzie, klient pozycza w banku 120 PLN na 12 mie-
siecy z oprocentowaniem rocznym 10%, ale tym razem spfaca kredyt zgodnie z reguta
,US rule” ratami nieregularnymi i w nieregularnych odstepach. Do tej pory klient wptacit
20 PLN na koniec 2-go miesigca, 50 PLN na koniec 5-tego miesigca oraz 30 PLN na
koniec 10-tego miesigca. Ille wyniesie rata na koniec roku przy zatozeniu, ze obowigzuje
rok bankowy (kazdy miesigc ma 30 dni)?

Rozwiazanie

Klient wptacit R, = 20 PLN na koniec 2-go miesigca z oprocentowaniem 0,10 *(2/12)
= 0,01667. W zwigzku z tym czgsc¢ odsetkowa RO, = 2 PLN, natomiast czesc kapitafo-
wa wyniosfa RK, = 20 - RO, = 20 -2 = 18 PLN i do spfaty pozostato 102 PLN. W ko-
lejnej transzy klient wptacit 50 PLN i w tym czasie obowigzywafo przez 3 miesigce opro-
centowanie 0,10%(3/12) = 0,025. Zatem czes¢ odsetkowa wyniosfa RO, = 2,55 PLN,
a kapitatowa RK,=50 - RO, = 47,45 PLN i do spfacenia dtug w wysokosci 54,55 PLN.
Ostatnia transza wpfyneta po kolejnych 5 miesigcach w wysokosci 30 PLN: oprocen-
towanie 0,10%(5/12) = 0,041667, RO, = 2,2729 PLN, RK, = 27,727 PLN i dfug
w wysokosci 26,82 PLN. Zatem ostatnia wptata wyniesie R, = 27,27 PLN, z czego
RK, = 26,82 PLN oraz RO, = 0,4471 PLN. Powyzszy schemat spfaty i uzyskane wyniki
fatwiej zobrazowac w postaci tabeli 1:

Rata Rata
Nr okresu | Oprocentowanie Rata R odsetkowa | kapitatowa Saldo
RO RK
0 120
1 0,0167 20 2 18 102
2 0,0250 50 2,55 47,45 54,55
S 0,0417 30,00 2,27 27,73 26,82
4 0,0167 27,27 0,45 26,82 0
Suma 0,10 127,27 7,27 120,00

Tabela 1. Schemat spfaty ,,US rule” — opracowanie wtasne.

111) ,,Reguta 78” (zwana tez metodag ,utamka prostego”), wg ktérej kredyt roczny sptacano
w 12 miesiecznych ratach, a odsetki naliczano miesiecznie zgodnie z regufa:
pod koniec pierwszego miesigca spfaca sie odsetki w wysokosci 12/78 kwoty catkowitych
odsetek,
pod koniec drugiego miesigca — w wysokosci 11/78 kwoty catkowitych odsetek, itd...
pod koniec ostatniego miesigca — w wysokosci 1/78 kwoty catkowitych odsetek, gdzie 78 jest
suma liczb naturalnych od 1 do 12 (kolejne miesigce).

Przy zatozeniu statej raty kredyt sptacano rosngcymi kwotami czedci kapitatowej. W przypadku

kredytéw krétkoterminowych i niewielkiej stopie oprocentowania ,Reguta 78” daje wynik analo-
giczny do metody ,,US rule”.
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IV) Obecnie powszechnie stosowany w instytucjach finansujacych kredyt schemat amortyza-
cji zaktada, ze kazda regularna rata sptaca w pewnej czesci kapitat, a w pozostatej odsetki
w trakcie trwania umowy kredytowej. Brak sptaty w dowolnym okresie trwania sptaty kredytu
powoduje wzrost salda dfugu, czyli kwoty zadtuzenia (méwimy wtedy o amortyzacji negatywnej).
Okresy odsetkowe oraz wysokos$ci sptat mogg by¢ ustalane wg okreslonych zasad (np. podanych
w |-III) przy zawieraniu formalnej umowy. W przypadku zastosowania schematu amortyzacji do
sptaty zadfuzenia w wysokosci L, sptacanego w ciggu n-okresdw przy stopie procentowej r, ogéina
procedura wyglada nastepujaco:
2 wysokos¢ odsetek RO, wyznacza sig na podstawie stanu zadtuzenia S, oraz obowiazujace;
w tym okresie stopy procentowe; r,
RO, =1, S, (3.6)
Stan zadtuzenia S, , | w okresie k+1 po wpfacie raty zalezy od stanu zadtuzenia S, oraz wysokoSci
raty R, ., i zwigzanych z nig odsetek RO, , |, ktéry mozna zapisaC w postaci rekurencyjnej:
S..=S5,-R,.,-RO,,) (3.7)

Zsumowanie réwnosci R, = RO, + RK, po wszystkich okresach (k = 1, ..., n) z jednej strony
opisuje sume wszystkich wptaconych rat, z drugiej za$, kwote zaciagnietego dtugu L oraz sume
odsetek ptaconych przez kredytobiorce w postaci rat odsetkowych (intepretowanych jako ,koszt”
kredytu)

2 R =L+3 RO, (3.8)

Podobnie, jak w przypadku ,US Rule”, zazwyczaj schemat amortyzacji przedstawiamy w wygod-
niejszej postaci za pomocg tabeli 2.

Okres Rata Odsetki Czesc kapitatowa Saldo dtugu
0 S,
1 R, RO, RK, S, =S,-RK,
j R, RO, RK S, =S, -RK
n R, RO, RK, S,~0
b R ZRO, ZRK =L

Tabela 2. Schemat amortyzacji dfugu w wysokosci L przez n-okreséw — opracowanie wiasne.

Wiekszos$¢ przyktadow przedstawionych w dalszej czesci tego rozdziatu bedzie gtéwnie odwotywa-
fa sie do schematu amortyzacji dfugu.

Podane w podpunktach -1V przyktady metod spfaty dtugu nie wyczerpujg wszystkich mozliwo-
$ci. Obecnie obstuge sptaty zadtuzenia zazwyczaj opiera sie na schemacie amortyzacji i korzysta
Z ciggu regularnych ptatnosci ratalnych w ustalonych momentach. Rzadko w praktyce sptata
kredytu nastepuje poprzez jednorazowy zwrot petnej kwoty dtugu. W przypadku kredytéw ze
zmiennym oprocentowaniem w czasie trwania sptaty kredytu (np. uzaleznionym od wysokosci
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oprocentowania WIBOR® w walucie polskiej lub LIBOR* badz EURIBOR® w przypadku kredy-
téw w walucie obcej) sptata dfugu moze nastepowaé w ratach statych (okresowo statych) badz
zmiennych. W przypadku rat statych (okresowo statych) dodatkowo w schemacie sptaty ustala
sie, czy rata bedzie zawierata statg cze$¢ kapitatowa, czy tez stafg cze$¢ odsetkowg. W kolejnych
podrozdziatach rozwazymy przypadki ze stafg rata, statg czescig kapitatowa oraz ewentualnymi
modyfikacjami wynikajacymi z dodatkowych zapiséw w umowie o kredyt.

SPLATA KREDYTU W STALYCH RATACH

Zaktadamy, ze dtug L spfacany jest w statych ratach R przez n okreséw (na koniec kazdego
z nich) ze stopg procentowg r, zatem cigg spfat mozemy traktowac jako rentg n-okresows.
W takiej sytuacji dtug powinien zosta¢ zamortyzowany ciggiem pfatnosci w wysokosci R zak-
tualizowanych wspdétczynnikiem dyskontujgcym v na poczatek uruchomienia sptaty dfugu, czyli
L=Rv + Rv? + ... + Rv" = Ra_ . Zatem wysoko$¢ raty R wyznaczymy zgodnie z wzorem (3.9)

(3.9)

Znajac wysokos¢ raty R i sposéb naliczania odsetek okreslajgcy cze$¢ odsetkowg raty RO, moze-
my wyznaczy¢ czes¢ kapitatowa raty RK w kazdym okresie sptaty. Odejmujac od kwoty dfugu L
cze$¢ kapitalowg zmniejszamy w kazdym kolejnym okresie wysoko$¢ dfugu, az do sptacenia
catego dfugu. Te rekurencyjng procedure sptaty zazwyczaj okre$la sie wiasnie jako schemat amor-
tyzacji, ktéry dla wygody bywa przedstawiany w postaci tabeli. Tabela 3 przedstawia schemat
sptaty dfugu przy zafozeniu, ze rata wynosi 1 j.p. (w przypadku raty w wysoko$ci R wystarczy
przeskalowac¢ wartosci w kolumnach R, RO oraz RK tabeli). W okresie O znamy saldo dtugu L,
ktére cze$¢ kapitatowa RK raty R bedzie zmniejszata przez kolejnych n okreséw do O. Przy zafoze-
niu statej raty R cze$¢ odsetkowag RO w okresie n=1 wyznaczamy na podstawie oprocentowania
salda w okresie poprzednim. Rate kapitafowa w okresie n=1 uzyskujemy odejmujac od raty R
wysoko$¢ raty odsetkowej, ktdra zmniejsza o te cze$¢ saldo dtugu (w wierszu tabeli 3 dla okresu
pierwszego przedstawiono rozktad raty jednostkowej na czg$¢ odsetkowg oraz kapitatowa).

WIBOR (ang. Warsaw Interbank Offered Rate) — funkcjonujace od 1991 oprocentowanie kredytéw oferowanych na

polskim rynku miedzybankowym ustalane w Warszawie.

4 LIBOR (ang. London Interbank Offered Rate) — oprocentowanie kredytéw oferowanych na rynku bankowym przez
banki: Bankers Trust, Barclays, National Westminster oraz Bank of Tokyo ustalane w Londynie.

5 EURIBOR (ang. Euro Interbank Offered Rate) — oprocentowanie kredytéw oferowanych na rynku bankowym na pod-

stawie $redniego notowania 57 bankéw strefy euro ustalane w Brukseli.
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Rata Czes$¢ odsetkowa Cze$¢ kapitatowa
Okres R ¢ RO ¢ RIE Saldo dtugu
O amr
1 1 ra,=1-v" l-rag,=1-(1-v)=v a,~V"=ag,
— -1 -1 -1
2 1 ra—, = 1-v V" A V' = Ay,
— -t+1 -t+1 RS -
t 1 lary, = 1- v Vi Ay, VT = A,
— 2 2 2 —
n-1 1 ray = 1-v v ay Vi = ap
n 1 ragp, = 1-v v ap-v~0
> n N-an any

Tabela 3: Schemat amortyzacji — stafa rata jednostkowa (1 j.p.) — opracowanie wtasne.

Przyktad

Kredyt w wysokosci 10 000 PLN powinien zostac spfacony w ciggu roku w ratach pfatnych
na koniec kazdego z 4 kwartatéw przy kwartalnej stopie procentowej r=6% (r¥ = 24%).
Ile wynosi wysokosc raty oraz koszt kredytu?

Rozwiazanie

Do wyznaczenia raty potrzebujemy wartosci obecnej renty ptatnej z dofu przez 4 okresy:

)4 ~ 3,465106

1 1\ 1 1
= + + +
@006 ~ 110,06 (1+0,06) (1+0,06) (1+0,06

Zatem
L 10 000
Stad stata rata R = P 34651

czamy w tabeli 4 | zgodnie ze schematem amortyzacji wyznaczamy czes$¢ odsetkowa,

= 2885,91 PLN. Uzyskane wartosci zamiesz-

czes¢ kapitatowg oraz koszt kredytu.

Okres Rata Odsetki Czes$¢ kapitatowa Saldo dtugu
0 10 000
1 2885,91 600 2285,91 7714,09
2 2885,91 462,85 2423,07 5291,03
8 2885,91 317,46 2568,46 2722,57
4 2885,91 163,35 2722,56 0
%, 11 543,64 1543,66 10 000

Tabela 4: Schemat amortyzacji — stata rata — opracowanie wfasne.

Zatem po spftacie ostatniej raty dtuznik oddat wierzycielowi kwote w wysokosci 11 543,64 PLN,
Z czego koszt kredytu wynidst 1543,64 PLN (po zaokragleniu salda dfugu z ostatniego okresu
splaty).
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SPLATA KREDYTU ZE STAtA CZESCIA KAPITALOWA

Zakfadamy, ze kredyt w wysoko$ci L sptacamy réwnymi ratami kapitatowymi przez n okresow.
Wysokos¢ raty kapitatowe] RK niezaleznie od okresu, w ktérym jest sptacana wynosi RK = —.
Kazdg ptatno$¢ R — jak dotychczas — rozktadamy na kapitat i odsetki :

R,= RK, + RO, t=1,2,..., n.

Zgodnie ze schematem amortyzacji spfata dtugu w kolejnych ratach R, R, ,..., R powinna by¢
w takich wysokos$ciach, aby ich suma po zaktualizowaniu na chwile poczatkowa udzielenia kre-
dytu pokryta kwote dtugu L. Zatem L = X7 VIR, W takiej sytuacji powszechnie zaktada sig, ze
stopa oprocentowania r jest stata, w zwigzku z tym raty tworzg ciag malejacy.

Przyktad

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie sporzadzimy schemat amortyzacji rocznego dfu-
gu w wysokosci 10 000 PLN sptacanego w 4 ratach kwartalnych z kwartalnym oprocen-
towaniem r=6% (r'¥ = 24%), ale przy zatozeniu stafej czesci kapitafowej.
Rozwiazanie 10 000

Poniewaz czes¢ kapitafowa jest stata, zatem rata kapitafowa RK = ) = 2500 PLN.
Odsetki w okresie n naliczamy wzgledem salda dtugu z okresu n-1 (podobnie, jak w po-
przednim przykfadzie): w pierwszym okresie 0,06*10 000 PLN = 600 PLN. Zatem rata R,
w pierwszym okresie wyniesie R, = RK, + RO, = 2500 PLN + 600 PLN = 3100 PLN.
Analogicznie postepujac wyznaczamy raty w kolejnych okresach, wartosci ktdrych za-
mieszczamy w tabeli 5.

Kwartat Rata Odsetki Cze$¢ kapitatowa Saldo dtugu
0 10 000
1 3100 600 2500 7500
2 2950 450 2500 5000
3 2800 300 2500 2500
4 2650 150 2500 0
3, 11 500 1500 10 000

Tabela 5. Schemat amortyzacji w przypadku rat ze statg czescig kapitatowa — opraco-
wanie wiasne.

Suma rat wyniosta 11 500 PLN. Po odliczeniu dtugu w wysokosci 10 000 PLN koszt
kredytu wynosi 1500 PLN i jest réwnowazny sumie wptaconych odsetek. Poréwnujgc
Z kosztem kredytu z poprzedniego przykfadu takie rozwigzanie z punktu widzenia kre-
dytobiorcy jest korzystniejsze.
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SCHEMAT AMORTYZACJI DLUGU - FUNDUSZ UMORZENIOWY

Sptata kredytu za pomocg funduszu  Rzadko zdarza sie, aby wysoko$¢ oprocentowania
umorzeniowego (ang. sinking fund) kredytu oraz wysoko$¢ oprocentowania na fundu-
wigze sie z gromadzeniem Srodkéw szu umorzeniowym sie pokrywaty. Mozna pokazac,

na dodatkowym koncie, Ze jesli stopa procentowa s obowigzujgca na do-
ktdre to Srodki powinny pokry¢ datkowym koncie, na ktérym gromadzi sie $rodki
czes¢ kapitatowg dfugu w terminie na sptate kredytu, jest odpowiednio wyzsza niz
Jego ptatnosci (zazwyczaj stopa procentowa r obwiazujgca przy spfacie za-
w ostatniej racie). Oprdcz tego ciggnietego kredytu, wéwczas z punktu widzenia
kredytobiorca sptfaca kredytodawcy kredytobiorcy korzystniejsza jest sptata zadfuzenia
odsetki od dfugu w ustalonym poprzez fundusz umorzeniowy w przeciwienstwie
momencie. do rozwazanego wczesniej schematu amortyzacji

ze statymi ratami.
Zatézmy, ze mamy do spfacenia dfug w wysokosci L, do ktérego stosujemy schemat amortyzacji
z funduszem umorzeniowym w n ratach i stopie procentowej r. Ponadto wptaty na fundusz umo-
rzeniowy gromadzone sg w g réwnych ratach kapitatowych o wysokosci R, przy bazowej stopie
procentowej s oraz stopie dyskontowej g wzgledem okresu bazowego dla wptat na fundusz umo-
rzeniowy, okresy bazowe zwigzane ze sptatg odsetek (b) oraz wpfatg na fundusz umorzeniowy
(b,) spetniajg zaleznos¢: n b, = g b.. Poniewaz na funduszu umorzeniowym w terminie sptaty
dtugu trzeba zgromadzi¢ kapitat z odsetkami o wartosci dtugu réwnym L, w zwigzku z tym doko-
nujemy g wpfat w wysokosci R, ktére wygenerujg warto$¢ koncowg renty ptatnej z dotu przez g
okresow i przy stopie s. Stgd zgodnie z wzorem (2.3):
L= Rsms, .
czyli warto$¢ raty wptacanej na konto wyniesie RS =

qls

W przypadku schematu amortyzacji ze stafg ratg zgodnie z (3.9) warto$¢ raty R wyniesie
R = %. Zakfadajac, ze r=s (stopy procentowe sg sobie réwne) sposéb sptaty kredytu dla kredy-
tobiorcy powinien by¢ obojetny, czyli po uwzglednieniu odsetek od pozyczonej kwoty L pfatnych
przez kredytobiorce w ostatniej racie w przypadku sptaty poprzez fundusz umorzeniowy oraz spta-
ty za pomocg schematu amortyzacji, raty powinny by¢ identyczne. Korzystajac z przejscia miedzy
a oraz s, (wzor 2.8) miedzy ratami:

Ro=slL+ —L :L(s+ ! )=L( 1 ):—L=Rr (3.10)
qs qs Aqs anr
osiggamy rownos¢ przy zatozeniu, ze q=n oraz s=r, gdyz
1 _ s _ s+s(I+s)s _ s _ 1
S o rel ST Tagel 1w g

gdzie

L — wysoko$¢ kwoty pozyczonej,

g, n — liczby wptat utozsamione z liczbg okreséw,
r, s — stopy procentowe dla odpowiednich okreséw,
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R" (R®) — wartos¢ raty przy stopie procentowej r (s),

a_ — wartos¢ obecna renty n-okresowej ptatnej z dotu oprocentowane; r,

s, — warto$¢ zakumulowana renty n-okresowej pfatnej z dotu i oprocentowane;j .
W przypadku, gdy r > s spfata kredytu poprzez fundusz umorzeniowy generuje wyzsze koszty
po stronie kredytobiorcy, niz sptata za pomocg klasycznego schematu i w zwigzku z tym nie jest
optacalna.

Przyktad

Klient zaciagnat w banku kredyt w wysokosci 10 000 PLN na 4 kwartaty przy kwartalnej

stopie r=6%. Bank miat dla klienta dwie oferty sptaty zadtuzenia:

1) za pomoca stafych rat w wysokosci R = 2885,91 PLN przez cztery kwartaty (klasyczny
schemat amortyzacji rozpatrywany we wczesniejszym przyktadzie)

albo

Il) spfate tylko odsetek przez trzy kwartaly, a w ostatniej racie zwrot cafej kwoty kredytu
wraz z odsetkami za ten kwartat.

W obydwu przypadkach obowigzywata ta sama stopa procentowa. Ktdrg z ofert wybrat

klient?

Rozwiazanie

Zanim klient zdecydowat sie na jedng z proponowanych ofert sptaty sprawdzit oferowane

przez banki promocje lokat wraz z ich oprocentowaniem i znalazt roczng lokate typu

,Systematyczne oszczedzanie”, ktéra pozwalata na systematyczne wpftaty co kwartat sta-

tej kwoty z odsetkami dopisywanymi kwartalnie do kwoty z poprzedniego kwartatu i opro-

centowanej na poziomie s=6,5%. Po przeliczeniu zdecydowat sie na rozwigzanie ),

w wyniku ktorego:

a) wysokosS¢ kwartalnych odsetek wyniosta 0.06 * 10 000 PLN = 600 PLN (odsetki
pokrywajg sie w przypadku pierwszej raty w schemacie amortyzacji z oferty 1),

b) chcac pod koniec roku uzyskac¢ kwote 10 000 PLN przy kwartalnym oprocentowaniu
s=6,5% wpfaca co kwartat na lokate ,systematyczne oszczedzanie” rate w wysokosci
R = L — 2269,03 PLN.

a70,065 4,4072

Uwzgledniajac a) i b) sumaryczne obcigzenie kwartalne kredytobiorcy wyniostfo
R=600+2269,03=2869,03 PLN, co po spfacie ostatniej raty dafo koszt kredytu w wy-
sokosci 1476.12 PLN.

W przypadku sptaty zadtuzenia wedtug oferty | kwartalna rata R wyniosta 2885,91 PLN,
co wygenerowafo koszt w wysokosci 1543.68 PLN. Dlatego tez rozwigzanie Il byfo ko-
rzystniejsze dla klienta.

Gdyby klient nie znalazt lokaty typu , Systematyczne oszczedzanie”, w ktdrej stopa pro-
centowa s > r (stopy oprocentowania kredytu), wéwczas oferta Il nie bytaby opfacalna.
Réwniez w przypadku r=s i braku dodatkowych obcigzen (prowizji za uruchomienie
lokaty, badZ kredytu, itp.) lub gratyfikacji (np. dodatkowe 50 PLN na koncie za uru-
chomienie lokaty) klientowi bytoby obojetne, ktorg metoda sptaci kredyt, gdyz obydwie
generowatyby raty o identycznej wysokosci.
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RESTRUKTURYZACJA DLUGU

Sptata kredytéw dtugoterminowych za pomocg statej raty R, ktéra nie zmieni sie przez caty okres
kredytowania, wydaje sie nie by¢ realna w obecnej sytuacji na rynkach finansowych. Wiaze sie to
zaréwno z utrzymaniem jednolitej stopy procentowej przez caty okres kredytowania, jak i sytuacji
ekonomicznej zaciggajacego kredyt. Bardzo czesto w praktyce umowa kredytowa zawiera klauzule
pozwalajacg na zmiane oprocentowania w trakcie jego trwania (np. wskutek cie¢ badZz wzrostu
stép procentowych przez Rade Polityki Pienieznej, zmian WIBOR-u, LIBOR-u, itp.), badz zmia-
ne sposobu sptaty kredytu poprzez wydfuzenie lub skrécenie okresu kredytowania, odroczenie
ptatnosci, spfate tylko czesci odsetkowej na poczatku okresu kredytowania, a dopiero po jakim$
czasie pozostatej do sptaty rowniez czegsci kapitafowej. Powstaje wowczas pytanie: jak wplyng
takie dodatkowe modyfikacje na wysoko$¢ raty zaciggnietego kredytu? W ponizszym przyktadzie
sprobujemy odnie$¢ sie do wspomnianych modyfikacji.

Przyktad

Klient banku zaciggnat kredyt roczny w wysokosci 10 000 PLN, ktdry przy podpisaniu

umowy powinien by¢ spfacany w ratach réwnych na koniec kazdego kwartatu przy kwar-

talnej stopie procentowej r=6%. W umowie kredytu znalazta sie klauzula pozwalajgca

— za zgodg banku oraz klienta — opcjonalnie: zmodyfikowac¢ oprocentowanie kredytu,

w pierwszej racie sptfacic tylko czes¢ odsetkowa raty, odroczyc¢ sptate o jeden okres oraz

obnizy¢ wysokosc raty poprzez wydtuzenie okresu kredytowania. Rozwazymy nastepuja-

ce sytuacje:

a) po dwdch kwartatach oprocentowanie kwartalne kredytu wzrasta do r* =10%,

b) sptata w pierwszej racie tylko czesci odsetkowej (odroczenie sptaty czesci kapitafo-
wej),

c) brak sptaty w pierwszym okresie (odroczenie spfaty czesci kapitafowej i odsetkowej),

d) sytuacja finansowa klienta po dwdch okresach spfaty kredytu zmusza go do obnizenia
wysokosci raty od trzeciego okresu poprzez wydfuzenie okresu kredytowania o kolejne
4 kwartaly przy niezmienionej poczatkowej stopie procentowey.

Jak zmieni sie koszt kredytu wzgledem poszczegdlnych przypadkdw?

Rozwiazanie

Do wyznaczenia wysokosci raty stosujemy schemat amortyzacji z odpowiednio skory-

gowang wartoscig raty wewnatrz okresu kredytowania w zaleznosci od dodatkowych

warunkdw. Gdyby klient sptfacat kredyt w wysokosci 10 000 PLN réwnymi ratami przy

ustalonym oprocentowaniu r = 6% bez dodatkowych warunkdw, to rata kredytu (bazujac

= 2885,91 PLN.

na wczesniejszym przyktadzie) wyniostaby R =

am00s 34651

W przypadku a) klient sptacit dwie raty wedtug poczgtkowego schematu ze stopg i=6% i na
koniec 2-go kwartatu saldo zadfuzenia wyniosto 5291,03 PLN. W trzecim kwartale opro-
centowanie wzrosfo do i = 10%, zatem kolejne dwie raty beda naliczone od pozostatej do

L 5291,03
= D3 — 304864 PLN.
am  1,7355

spfacenia kwoty, czyli 5291,03 PLN i wyniosg R =
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Podobnie jak w poprzednich przyktadach wyniki przedstawiono w tabeli 6 (kursywa zaznaczono
wiersze, ktore ulegaja modyfikacji w stosunku do pierwotnego schematu oraz we wszystkich
przyktadach dokonano zaokragler do czesci setnej):

Kwartat Rata Odsetki Czes¢ kapitafowa Saldo dtugu
0 10 000
1 2885,91 600,00 2285,91 7714,09
2 2885,91 462,85 2423,06 5291,03
3 3048,64 529,10 2519,54 2771,49
4 3048,64 277,15 2771,49 0
z 11 869,10 1869,10 10 000,0

Tabela 6. Schemat amortyzacji — przypadek a) — opracowanie wtasne.

W przypadku b) w pierwszej racie nastapita spifata tylko czesci odsetkowej, natomiast
czes$¢ kapitatowa — w zaleznosci od umowy — zostanie spfacona przez kolejne 4 okresy
(co wydtuza okres kredytowania), badz rozfozona na pozostate do spfaty 3 okresy zacho-
wujac tym samym pierwotny okres kredytowania. W pierwszym przypadku, w pierwszym
okresie spfacamy odsetki w wysokosci 0.06 *10 000 PLN = 600 PLN, natomiast wy-
sokosc¢ raty pozostaje na poziomie pierwotnego schematu bez dodatkowych warunkdw,
czyli 2885,91 PLN. Wyniki zamieszczono w tabeli 7.

Kwartat Rata Odsetki Czes¢ kapitatfowa Saldo dtugu

0 10 000

1 600,00 600,00 0 10 000
2 2885,91 600,00 2285,91 7714,09
3 2885,91 462,85 2423,06 5291,03
4 2885,91 317,46 2568,45 2722,58
5 2885,91 163,35 2722,56 0

z 12 143,64 2143,66 10 000

Tabela 7. Schemat amortyzacji — przypadek b) — opracowanie wfasne.

Drugi przypadek natomiast nie zmienia okresu kredytowania (4 raty), ale zwigksza wyso-

0
= 3741,10PLN.
330,06 2,673

Sptacona kwota zadtuzenia wraz z odsetkami ze wszystkich rat wyniesie 10 000 +
1823,29 = 11823,30 PLN. W stosunku do poprzedniego rozwigzania, w ktérym koszt
kredytu osiggnat 2143,66 PLN, a catkowita spfacona kwota 12143,64 PLN, obecne
rozwigzanie z punktu widzenia klienta jest bardziej optacalne.

kosc pierwszej raty, ktdra w tej sytuacji wyniesie R =

W przypadku c) pierwsza sptata raty nastepuje w drugim okresie i w zwigzku z tym okres
kredytowania wydtuza sie do 5 kwartatéw. Jednak odsetki od salda dfugu naliczono juz
w pierwszym okresie spfaty i cho¢ nie sptacane, zwiekszajg saldo zadtuzenia. Zatem
wysokos¢ raty naliczono od kwoty 10 000+0,06*10 000 = 10 600 PLN, ktéra wyniosta

10 600
R= = = 3059,07 PLN.
ames | 3,4651
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Kwartat Rata Odsetki Czes$¢ kapitatowa Saldo dtugu
0 10 000
1 0 600,00 0 10 600,00
2 3059,07 636,00 2423,07 8176,93
3 3059,07 490,62 2568,45 5608,48
4 3059,07 336,51 2722,56 2885,92
5 3059,07 173,16 2885,91 0,01
> 12 236,28 2236,29 10 599,99

Tabela 8. Schemat amortyzacji — przypadek c) — opracowanie wtasne.

W ostatnim przypadku d) klient po dwdch okresach sptaty decyduje sie na zmniejszenie
kwartalnego obcigzenia finansowego poprzez wydtuzenie okresu kredytowania. Wow-
czas poczawszy od okresu trzeciego pozostate zadfuzenie w wysokosci 5291,03 PLN
zostaje roztozone na kolejne 4 raty, czyliR = —— = 5291,03 _ 1526,95 PLN.

Kwartat Rata Odsetki Czes¢ kapitatowa Saldo dtugu

0 10 000

1 2885,91 600,00 2285,91 7714,09
2 2885,91 462,85 2423,06 5291,03
3 1526,95 317,46 1209,49 4081,54
4 1526,95 244,89 1282,06 2799,48
5 1526,95 167,97 1358,98 1440,50
6 1526,95 86,43 1440,52 0

D) 11 879,62 1879,60 10 000,00

Tabela 9. Schemat amortyzacji — przypadek d) — opracowanie wtasne.

Koszt kredytu w tym przypadku wynidst 1879,60 PLN.

RZECZYWISTA ROCZNA STOPA OPROCENTOWANIA

Ustawa z 12 V 2011 r. o kredycie konsumenckim® wprowadzita wobec kredytodawcéw udzie-
lajacych kredytéw konsumenckich obowigzek podawania w reklamach produktéw kredytowych
rzeczywistej rocznej stopy oprocentowania (RRSO, ang. annual percentage rate). Intencjg ustawo-
dawcy byto m.in. ustalenie realnej stopy kosztu spfaty zadfuzenia oraz utatwienie konsumentowi
zainteresowanemu kredytem poréwnania dostepnych na rynku ofert kredytowych. RRSO powinna
zatem uwzglednia¢ catkowity koszt kredytu (oprocentowanie, marze, prowizje, itp.), aby klient
wpfacajgc kwote uzyskang od kredytodawcy np. na lokatg oprocentowang stopg réwng doktad-
nie RRSO i podang przy podpisaniu umowy o kredyt, otrzymat kwote doktadnie pokrywajaca

6 Dz.U.z2011r Nr126, poz. 715
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»RRSO powinna uwzgledniac catkowity zaciagniety dtug wraz z odsetkami i do-

koszt kredytu (oprocentowanie, marze, datkami okreslonymi w umowie. We
prowizje, itp.), aby klient wptacajac kwote wspomnianej ustawie zawarto wzor
uzyskang od kredytodawcy np. na lokate (3.11), za pomoca ktérego poréwnujac
oprocentowang stopg rowng doktadnie RRSO  dwa strumienie pfatnosci: kredytodawcy
i podang przy podpisaniu umowy o kredyt, wzgledem kredytobiorcy w czasie t, i wy-
otrzymat kwote doktadnie pokrywajgca soko$ci R, oraz kredytobiorcy wzglgdem
zaciagniety dtug wraz z odsetkami kredytodawcy w czasie t, i wysokosci R,,
i dodatkami okreslonymi w umowie.” mozna wyznaczy¢ szukang RRSO:

© R, _& Ry
‘kv lk/
(140t &1+

(3.11)

gdzie R, oraz R, oznaczajg wysokosci rat pfatne odpowiednio w okresach t, i 1, oraz zdyskon-
towane wzgledem identycznej stopy procentowej r na wspélny poczatek okresow t,, T,.

O pfatnosciach (ewentualnie ciggach ptatnosci) zaktada sie, ze sa dodatnie (R,>0, R,>0) oraz
t,=0 w obydwu przypadkach. Wzér (3.11) przypomina w pewnym sensie wzor (3.1), gdyz po-
dobnie, jak (3.1) jest konsekwencjg zasady réwnowaznosci kapitatéw: z jednej strony kapitatu
kredytodawcy w postaci rat(y) R, z drugiej natomiast kredytobiorcy w postaci rat(y) R,. Wy-
znaczone oprocentowanie r z zaleznosci (3.11) okre$la RRSO. Sposéb wyznaczenia RRSO jest
podobny do wyznaczenia wewnetrznej stopy zwrotu (IRR, ang. internal rate of return) i tylko
w szczegolnych przypadkach jest mozliwe do osiggniecia metodami analitycznymi. Zazwyczaj
RRSO oblicza sie z wykorzystaniem metod iteracyjnych pozwalajgcych znalez¢ pierwiastki wie-
lomianu, ktéry powstaje po przeksztatceniu (3.11). Odrebny problem stanowi jedyno$¢ i jedno-
znaczno$¢ znalezionego rozwigzania, ale ta kwestia wykracza poza ramy niniejszego opracowania
(czytelnikow zainteresowanych tg problematykg odsytamy np. do klasyki z dziedziny podstaw
matematyki finansowej, czyli pozycji [4] KELLISON s. 6). W wigkszo$ci pakietéw komputerowych
istniejg specjalne funkcje, dzieki ktérym podajac odpowiednie strumienie ptatno$ci mozemy wy-
znaczy¢ RRSO (Excel: Solver lub funkcja IRR, R: pakiety: FinCal oraz lifecontingencies).
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Przyktad

Bank udziela w chwili t,=0 kredyt w wysokosci 1000 PLN na okres 4 lat. Klient ma do
wyboru spfate kredytu w dwdch transzach: na koniec drugiego oraz na koniec czwar-
tego roku w wysokosci 600 PLN kazda lub spfate w czterech ratach po 300 PLN. lle
wyniesie RRSO w obydwu propozycjach i ktdra z propozycji sptaty jest korzystniejsza
dla klienta?

Rozwigzanie

W obydwu przypadkach mamy do czynienia z wielomianem, ktérego miejsce zerowe
bedzie jednoczesnie RRSO. W pierwszym przypadku klient w chwili O otrzymuje do
dyspozycji kwote w wysokosci R, ,=1000 PLN, ktdrg zwraca w dwdch ratach: po drugim
oraz po czwartym roku w wysokosci R212= Rz. ,=600 PLN kazda. Zgodnie ze wzorem
(3.11) réwnowaznosc strumieni ptatnosci mozna zapisa¢ réwnaniem:

1000 _ 600 . 600

(T+1° (140 ~ (1+0*
Po pomnozeniu przez czynnik (1+r)* (o ile r > — 1, a w przypadku tej inwestycji nie
mamy takich watpliwosci, gdyz kwota sptacana przez klienta przewyzsza kwote pozyczo-
ng), przeniesieniu wyrazéw na jedng strone i przyréwnaniu do zera otrzymujemy:

1000(1+n*-600(1+r)2- 600 = 0

Dodatnim rozwigzanie réwnania jest r= 6,33%. Ze wzgledu na specyficzng postac tego
réwnania mozna sprowadzi¢ je do réwnania kwadratowego oraz rozwigzac klasycznymi
metodami akceptujac rozwigzanie dodatnie, czyli

1000z% - 600z - 600 = 0O
gdzie (1+r)? = z, skad r = 2% — 1.

W drugim przypadku spfaty odbywaja sie co rok w wysokosci 300 PLN i tym razem
strumienie pfatnosci w postaci réwnania przyjmg postac:

1000 _ 300 300 300 300

(I+n° (140! - (1+r)2 - (1403 * (1+n*

Poniewaz wyznaczenie migjsc zerowych powyzszego wielomianu metodami analitycz-
nymi bytoby bardzo trudne, zatem podamy RRSO korzystajac z funkcji IRR zawartej
we wspomnianych wczesniej pakietach. W tym przypadku RRSO wynosi 7,71%. Klient
majac do dyspozycji dwa sposoby sptaty kredytu wybierze ten, ktdry generuje nizszy
koszt kredytu, czyli RRSO = 6,33%.
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Przyktad

Bank udziela w chwili t, = O kredytu w wysokosci 100 PLN na okres 6 pétroczy. Kredyt

zostanie:

a) wyptacony przez bank w chwili O w jednej transzy i sptacony przez kredytobiorce
w jednej racie w wysokosci 150 PLN na koniec szdstego péfrocza przez kredytobior-
ce,

b) wyptacony przez bank w dwdch transzach: w chwili O w wysokosci 50 PLN oraz
w drugim pétroczu w wysokosci 50 PLN i spfacony w dwdch ratach: w czwartym
poétroczu w wysokosci 60 PLN oraz széstym pétroczu w wysokosci 90 PLN przez
kredytobiorce,

c) wyptacony przez bank w dwdch transzach: chwili O w wysokosci 50 PLN i w dru-
gim pdtroczu w wysokosci 50 PLN, ale pobrang dodatkowg prowizja w wysokosci
5 PLN pftatng przez kredytobiorce na poczatku uruchomienia kredytu oraz sptaco-
ny w dwdch ratach: w czwartym pdtroczu w wysokosci 60 PLN i széstym pétroczu
w wysokosci 90 PLN.

Wartosci rat zawierajg ewentualne marze ustanowione przez bank. lle wyniesie RRSO

w poszczegdlnych przypadkach?

Rozwiazanie

Podobnie, jak w poprzednim przyktadzie, w kazdym z przypadkdéw podamy postac odpo-

wiedniego réwnania wzgledem strumieni ptfatnosci, wyznaczymy stope procentowa dla

danego okresu bazowego (w tym przypadku pétrocza) i przeliczymy na stope roczng, aby
otrzymac¢ RRSO.

W przypadku a) sytuacja jest prosta: jedna transza kredytu oraz jedna rata go spfaca-

Jaca, zatem
100 _ 150

(I+n°  (1+n°

stad stopa pétroczna r = 6,99%. Roczna stopa r,, zgodnie z (1.11) wyniesie
(I+r?=1+r,
czyli
RRSO =r_= (1 + 0,0699)? - 1 = 14,47%.
W przypadku b) réwnosé miedzy strumieniami ptatnosci podana ponizej

50 , 50 __60 , 90
(1+n°  (14n2  (Q1+n*  (1+n®

dostarcza stopy potrocznej r = 10,13%. Stad
RRSO =r, = (1 +0,1013)?~1 = 21,29%.
Ostatecznie, w przypadku c), réwnos¢ miedzy strumieniami ptatnosci przyjmuje postac:

50 . 50 _ 5 ., 60 , 90
(1+0° " (T+02  (1+n° (140" | (1+ne

stad pdfroczna r = 11,64%, czyli

RRSO =r_= (1 + 0,11638)>- 1 = 24,63%.
Zatem dofozenie niewielkiej prowizji istotnie zwieksza koszt kredytu. Z podanych ofert
najkorzystniejsza jest wiec oferta a).
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/ AKONCZENIE

,Czy rata mojego kredytu nie jest za wysoka?” Najbardziej narzucajaca sie odpowiedz na to pyta-
nie brzmi: ,to zalezy od..."”. Docierajgc do tego miejsca Czytelnik prawdopodobnie ma juz $wia-
domos¢, jak wiele czynnikéw wptywa na wysoko$é jego raty. Czes¢ z tych czynnikéw w pewnym
stopniu zalezy od instytucji udzielajacej kredyt, a zatem na wysoko$¢ i — by¢ moze — brak ko-
niecznosci uwzglednienia niektérych z tych czynnikéw mozemy mie¢ wptyw zanim dojdzie do
podpisania formalnej umowy o kredyt. Zatem w momencie podpisywania ostatecznej wersji war-
to sprobowaé wynegocjowat wysoko$¢ niektorych sktadowych raty (wysoko$¢ oprocentowania,
marzy, prowizji, itp.) z kredytodawca.
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SEOWNICZEK POJEC

dyskontowanie — wyznaczanie wartosci pienigdza na dzi$, gdy znamy jego warto$¢ w przysztosci
(operacja odwrotna do oprocentowania);

j-p- — jednostka pieniezna, w ktérej wyrazono warto$¢ kapitatu, inwestycji, renty, itp.;
kapitalizacja odsetek — dopisywanie odsetek do kapitafu;

kredytobiorca — ubiegajacy sie o kredyt;

kredytodawca — udzielajacy kredytu lub pozyczki w formie pienieznej;

marza kredytowa — zazwyczaj staty element raty kredytowej, ktérej wysoko$¢ uzalezniona jest
m.in. od wysokos$ci zacigganego kredytu, czasu trwania kredytu, itp. lub okreslona jako warto$¢
stafa zdefiniowana w umowie o kredyt;

okres bazowy (renty) — okres pomiedzy kolejnymi ptatnosciami (renty), zazwyczaj jeden rok;

oprocentowanie — wynagrodzenie wyptacane kredytodawcy przez kredytobiorce w zamian za
mozliwo$¢ korzystania przez kredytobiorce z kapitatu bedacego wtasno$cig kredytodawcy (opera-
cja odwrotna do dyskontowania);

procent prosty (odsetki proste) — odsetki od kapitatu nie sg doliczane do kapitatu w kolejnym
okresie (odsetki naliczane proporcjonalnie do czasu trwania inwestycji, ktéra podlega oprocento-
waniu);

procent sktadany (odsetki ztozone) — odsetki od kapitatu sg doliczane do kapitatu w nastepnym
okresie i podlegajg w nim oprocentowaniu;

prowizja — zazwyczaj jednorazowa optata pobierana w zwigzku z uruchomieniem kredytu na jego
poczatku;

rata kredytu — okresowa pfatno$¢ ztozona z czesci odsetkowej i/lub kapitatowej spfacajacej dtug;

renta prosta — cigg staftych systematycznych ptatnosci réwnoodlegtych w czasie, dla ktérej okres
bazowy pokrywa sie z okresem kapitalizacji odsetek;

renta uogélniona — ciag pfatnosci, dla ktdrej okres bazowy nie pokrywa sie z okresem kapitalizacji
odsetek;

RRSO - rzeczywista roczna stopa oprocentowania kredytu, ktéra powinna zawiera¢ wszystkie
obcigzenia zwigzane z udzielanym i sptacanym kredytem;

stopa procentowa — parametr decydujacy o wysokos$ci wynagrodzenia (odsetek) w zamian za
wypozyczenie kapitatu w ustalonym okresie;

strumien ptatnosci — ciag ptatnosci dokonywany w ustalonych momentach;

schemat amortyzacji (dtugu) — plan sptaty kredytu z zastosowaniem odpowiedniej metody do
obstugi spfaty i wyznaczenia wysokosci rat,

wartos¢ obecna (PV, present value) — warto$¢ kapitatu przeliczona z ustalonego momentu
w przysztosci na chwile obecna (zazwyczaj wiaze sie z procesem dyskontowania);

wartos¢ przyszta (FV, future value) — warto$¢ kapitatu przeliczona na ustalony moment w przy-
sztosci (zazwyczaj wigze sig z procesem oprocentowania).
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StOWNICZEK SYMBOLI

a_ —warto$¢ obecna n-okresowej renty oprocentowanej r w okresie bazowym i ptacacej 1 jed-
nostke pieniezng (j.p.) na koniec okresu bazowego;

a™ — warto$¢ obecna n-okresowej renty oprocentowanej r'™ i pfacacej m-krotnie w okresie ba-

zowym;

&, - warto$¢ obecna n-okresowej renty oprocentowanej r w okresie bazowym i ptacacej 1 j.p.
na poczatek okresu bazowego;

a, — warto$¢ obecna renty pfacgcej w nieskonczono$c (renta wieczysta);

r, — efektywna stopa-procentowa podawana dla okresu bazowego i uwzgledniajgca ewentualne
konwersje wewnatrz tego okresu;

S — warto$¢ koncowa renty oprocentowanej r w okresie bazowym o n ratach pfatnych w wyso-

ar
kosci 1 j.p. na koniec okresu;

sm(m) — wartos$¢ koncowa n-okresowej renty oprocentowanej r™ i ptacacej m-krotnie w okresie
bazowym;

., — warto$¢ koncowa renty oprocentowanej r w okresie bazowym o n ratach ptatnych w wyso-
kosci 1 j.p. na poczatek okresu;

S

o — Wartos¢ koncowa renty n-okresowej oprocentowane; r'm i ptacacej m-krotnie w okresie

bazowym.
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