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Zarzadzanie ryzykiem
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Wartosci dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego N(0,1):

Uwagi

X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x)
0,01 0,503989 0,41 0,659097 0,81 0,79103 1,21 0,886861 1,61 0,946301 2,01 0,977784 2,41 0,992024
0,02 |0507978| o042 |0662757| 082 |[0,793892| 1,22 |0,888768| 1,62 |0,947384| 2,02 |0978308| 2,42 | 099224
0,03 |0511966| 043 |0666402| 083 |[0,796731| 1,23 |0,890651| 1,63 |0,948449| 2,03 |0978822| 2,43 |0,992451
0,04 0,515953 0,44 0,670031 0,84 0,799546 1,24 0,892512 1,64 0,949497 2,04 0,979325 2,44 0,992656
0,05 |0519939| 045 |0673645| 085 [0,802337| 1,25 | 089435 | 165 |[0950529| 2,05 |0979818| 2,45 |[0,992857
0,06 |0523922| o046 |0677242| 086 |0,805105| 1,26 |0,896165| 1,66 |0,951543| 2,06 |0,980301| 2,46 |0,993053
0,07 0,527903 0,47 0,680822 0,87 0,80785 1,27 0,897958 1,67 0,95254 2,07 0,980774 2,47 0,993244
0,08 0,531881 0,48 0,684386 0,88 0,81057 1,28 0,899727 1,68 0,953521 2,08 0,981237 2,48 0,993431
0,09 |0535856| 049 |0687933| 089 [0,813267| 1,29 |0901475| 1,69 |0954486| 2,09 |0981691| 2,49 |[0,993613

01 |0539828| 05 |0691462| 09 0,81594 1,3 0,9032 1,7 |0955435| 2,1 |0,982136| 2,5 0,99379
0,11 0,543795 0,51 0,694974 0,91 0,818589 1,31 0,904902 1,71 0,956367 2,11 0,982571 2,51 0,993963
0,12 0,547758 0,52 0,698468 0,92 0,821214 1,32 0,906582 1,72 0,957284 2,12 0,982997 2,52 0,994132
0,13 |0551717| 0,53 |0,701944| 093 |0,823814| 1,33 |0,908241| 1,73 |0,958185| 2,13 |0,983414| 2,53 |0,994297
0,14 0,55567 0,54 0,705401 0,94 0,826391 1,34 0,909877 1,74 0,95907 2,14 0,983823 2,54 0,994457
0,15 0,559618 0,55 0,70884 0,95 0,828944 1,35 0,911492 1,75 0,959941 2,15 0,984222 2,55 0,994614
0,16 |0563559| 056 | 071226 | 096 |0,831472| 1,36 |0913085| 1,76 |0,960796| 2,06 |0984614| 2,56 |0,994766
0,17 |0567495| 057 |0,715661| 097 |0,833977| 1,37 |0914657| 1,77 |0961636| 2,17 |0984997| 2,57 |0,994915
0,18 0,571424 0,58 0,719043 0,98 0,836457 1,38 0,916207 1,78 0,962462 2,18 0,985371 2,58 0,99506
0,19 0,575345 0,59 0,722405 0,99 0,838913 1,39 0,917736 1,79 0,963273 2,19 0,985738 2,59 0,995201

0,2 0,57926 06 |0,725747 1 0,841345| 14 |0919243| 1.8 0,96407 22 [0986097| 2,6 |0,995339
021 |0583166| 0,61 |0,729069| 1,01 |0,843752| 1,41 | 092073 | 1,81 |0964852| 2,21 |0986447| 2,61 |0,995473
0,22 0,587064 0,62 0,732371 1,02 0,846136 1,42 0,922196 1,82 0,96562 2,22 0,986791 2,62 0,995604
0,23 0,590954 0,63 0,735653 1,03 0,848495 1,43 0,923641 1,83 0,966375 2,23 0,987126 2,63 0,995731
024 |0594835| o064 |0,738914| 1,04 | 085083 | 1,44 |0,925066| 1,84 |0,967116| 2,24 |0,987455| 2,64 |0,995855
0,25 0,598706 0,65 0,742154 1,05 0,853141 1,45 0,926471 1,85 0,967843 2,25 0,987776 2,65 0,995975
0,26 0,602568 0,66 0,745373 1,06 0,855428 1,46 0,927855 1,86 0,968557 2,26 0,988089 2,66 0,996093
027 | 060642 | o067 |0748571| 107 | 085769 | 1,47 |0929219| 1,87 |0969258| 2,27 |0988396| 2,67 |0,996207
028 |0610261| 0,68 |0,751748| 1,08 |[0,859929| 1,48 |0,930563| 1,88 |0,969946| 2,28 |0,988696| 2,68 |0,996319
0,29 0,614092 0,69 0,754903 1,09 0,862143 1,49 0,931888 1,89 0,970621 2,29 0,988989 2,69 0,996427

0,3 0,617911 0,7 0,758036 1,1 0,864334 15 0,933193 19 0,971283 2,3 0,989276 2,7 0,996533
031 | 062172 | o071 |o0761148| 1,11 0,8665 1,51 |0,934478| 1,91 [0971933| 2,31 |0989556| 2,71 |[0,996636
032 |0625516| 0,72 |0,764238| 1,12 |0,868643| 1,52 |0,935745| 1,92 |0972571| 2,32 | 098983 | 2,72 |0,996736
0,33 0,6293 0,73 0,767305 1,13 0,870762 1,53 0,936992 1,93 0,973197 2,33 0,990097 2,73 0,996833
034 |0633072| 074 | 077035 | 1,14 |0872857| 1554 | 093822 | 194 | 097381 | 234 |0990358| 2,74 |0,996928
035 |0636831| 0,75 |0,773373| 1,15 |0,874928| 1,55 |0,939429| 1,95 |0974412| 2,35 |0990613| 2,75 | 0,99702
0,36 0,640576 0,76 0,776373 1,16 0,876976 1,56 0,94062 1,96 0,975002 2,36 0,990863 2,76 0,99711
0,37 0,644309 0,77 0,77935 1,17 0,879 1,57 0,941792 1,97 0,975581 2,37 0,991106 2,77 0,997197
038 |0648027| 0,78 |0,782305| 1,18 0,881 1,58 |0,942947| 1,98 |0976148| 2,38 |0991344| 2,78 |[0,997282
039 |0651732| 0,79 |0,785236| 1,19 |0,882977| 1,59 |0,944083| 1,99 |0976705| 2,39 |0,991576| 2,79 |0,997365

0,4 0,655422 0,8 0,788145 1,2 0,88493 1,6 0,945201 2 0,97725 2,4 0,991802 2,8 0,997445
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Zadanie 1.

Przez premig za ryzyko rozumiemy ponizej oczekiwang premi¢ za ryzyko. Dysponujemy

nastepujacymi informacjami dla akcji spotki A (w ujeciu rocznym):

Wspotczynnik beta dla akcji spotki A 1.3
Premia za ryzyko dla portfela rynkowego 3p.p.
na rynku, na ktorym handlowane sg
akcje spotki A
Stopa wolna od ryzyka dla obligacji 3%
rzadowych
Odchylenie standardowe stopy zwrotu 8 p.p.
akcji spotki A
Odchylenie standardowe stopy zwrotu 4 p.p.
portfela rynkowego na rynku, na ktorym
handlowane sg akcje spotki A

a)

b)
c)

Zapisz rownanie opisujace stope zwrotu z akcji zgodnie z modelem CAPM i
wskaz komponenty ryzyka systematycznego i niesystematycznego (specyficznego
dla akcji), ktore determinujg stope zwrotu — rownanie ma opisywac losowa stope
zwrotu 1 zawiera¢ losowe komponenty ryzyka systematycznego i
niesystematycznego (2p),

Wyznacz premie za ryzyko dla akcji spotki A zgodnie z modelem CAPM (1p),
Rozwazmy n akcji, ktorych stopy zwrotu modelowane sa zgodnie z modelem
CAPM z jednym systematycznym czynnikiem odpowiadajacym za zmiany
portfela rynkowego. Policz wariancje¢ sredniej stopy zwrotu z n akcji i pokaz, ze
ryzyko specyficzne dla akcji mozemy zdywersyfikowa¢ w duzym portfelu,
natomiast nie mozemy zdywersyfikowac¢ ryzyka systematycznego (2p).

Odpowiedzi:

a)

b)

Roéwnanie, stanowigce podstawe modelu CAPM, dla kluczowych zmiennych
losowych jest postaci:

Razrf+ﬁ*(Rm—rf)+e,
gdzie R, jest zmienng losowa opisujaca stope zwrotu z akcji, R, — zmienng
losowa opisujaca stope zwrotu z portfela rynkowego 1 jednocze$nie zmienng
losowa opisujaca ryzyko systematyczne, € — zmienng losowa opisujacg ryzyko
niesystematyczne dla akcji. Zmienne (R,y,, €) nie sg skorelowane.
Gdy policzymy warto$¢ oczekiwang zmiennej R, dostajemy:

E[Ry] — 17 = B * (E[Ry] — 17).

Premia za ryzyko dla akcji wynosi wiec 1.3*3=3.9 p.p.



Zarzadzanie ryzykiem 17.10.2023 r.

c) Wyznaczamy:

n - EiBi)
Var (Ra'1+n Ra,n) — =1 Var(e) + (Zl:;fl) VaT'(Rm),

n2

poniewaz (&;);=; ., hie sa skorelowane ze soba. Przyjmujac zatozenie: Var(e;) <
n_Var(ep)
i=1 L

. %
K, dostajemy lim —

n—oo
n p 32
lim (Z":nl—fl)Var(Rm) >K?Var(R,) >0. Co oznacza, ze ryzyko
n—-oo

systematyczne, mierzone wariancjg, nie zanika w duzym portfelu i pozostaje
niedywersyfikowalny komponent zwigzany z R,,. Ryzyko niesystematyczne
zwigzane z (&;);=; . n jest catkowicie dywersyfikowalne.

= 0. Przyjmujac zalozenie: 5; = K > 0, dostajemy

Akceptowalne byto przyjecie prostszych zatozen: Var(e;) = const i §; = const.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 5.2 w “Financial Markets Theory: Equilibrium,

Efficiency and Information”, 2" edition - E. Barucci, C. Fontana, Springer, 2017.



Zarzadzanie ryzykiem 17.10.2023 r.

Zadanie 2.

Rozwazmy 8-letnie ubezpieczenie z funduszem inwestycyjnym ze sktadka jednorazowa i
gwarancja minimalnego $wiadczenia zwigzanego z dozyciem konca trwania
ubezpieczenia. Pomijamy w tym zadaniu $wiadczenie w wyniku zgonu. Skladka w
wysokosci 1 PLN wptacana jest na fundusz w momencie t=0, ktérego dynamika opisana
jest geometrycznym ruchem Browna zgodnie ze wzorem

dS(t) = aS(t)dt + bS(t)dW (t),

gdzie a =6%,b =15%. Zwroty z funduszu determinujag warto$¢ rachunku w
ubezpieczeniu. Na koncu kazdego roku, z rachunku pobierana jest przez ubezpieczyciela
optata w wysokosci 3% wartosci rachunku. W momencie konca trwania umowy, jezeli
ubezpieczony przezyje, ubezpieczyciel wyptaca ubezpieczonemu wigksza z wartosci:
warto§¢ rachunku lub wptacong skladke powieckszong o stope zwrotu 4% rocznie.
Prawdopodobiefistwo $miertelno$ci wynosi 5% rocznie w calym okresie trwania
ubezpieczenia, zgodnie z najlepszym oszacowaniem aktuariusza. Ubezpieczyciel sprzedat
100 polis, o identycznych charakterystykach wskazanych powyzej, osobom o
niezaleznych dalszych trwaniach Zycia. Zobowigzanie ubezpieczyciela jest rowne
$wiadczeniom platnym na koniec trwania umowy w wyniku dozycia. Na rynku
finansowym obserwujemy ptaska struktur¢ terminowa i stopa wolna od ryzyka wynosi
3% w okresie rocznym. Opcje kwotowane na rynku finansowym wyceniane sg zgodnie z
modelem Blacka-Scholesa. Na rynku finansowym dostgpne s3 rachunek bankowy wolny
od ryzyka, obligacje wolne od ryzyka o dowolnym terminie zapadalnosci, fundusz i
dowolne instrumenty pochodne oparte na funduszu. Nie ma ograniczen w handlu na rynku
finansowym.

a) Opisz ryzyko finansowe i ubezpieczeniowe, na ktore narazony jest ubezpieczyciel
wystawiajacy powyzszg gwarancj¢ (2p),

b) Wyznacz warto$¢ zobowigzania best estimate w rezimie Wyptacalnos¢ 11 (2p),

c) W oparciu o warto§¢ zobowigzania z p. b) ocen czy optata w wysokosci 3% jest
odpowiednia (1p).

Wskazowka: wzor Blacka Scholesa dla opcji put:

Cena opcji put = —N(—d;)S(0) + N(—d,)Ke T,

R IO o .
dl—mﬁ(log(K)+<r+2>T>, d, =d; —oT.
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Odpowiedzi:

a) Ubezpieczyciel narazony jest na ryzyko finansowe zwigzane ze spadkiem ceny
funduszu i ryzyko ubezpieczeniowe zwigzane z wicksza przezywalnoscig
ubezpieczonych. W obu przypadkach ubezpieczyciel narazony jest na zwickszenie
wartosci zobowigzania.

b) Zatozmy, ze S(0)=1. Wtedy S(T) opisuje stope zwrotu z funduszu w catym okresie
trwania umowy. Warto$¢ rachunku F w momencie 7" dana jest wzorem:

F(T) =F(0)«=S(T)* (1 —p)T, F(0) = Sktadka,

gdzie p oznacza oplate pobierang z rachunku. Niech N(T) oznacza liczbe
ubezpieczonych dozywajacych konca trwania umowy. Zobowigzanie na moment
T ma postac:

H = N(T) * max(F(T),F(0) (1 + 9)")
= N(T) * max(F(0) * (1 + g)" — F(0) *S(T) » (1 —p)",0)
+N(T) * F(0) x S(T) » (1 — p)”
1+9"
=N(T)+(1 —p)T * F(0) *max(W—S(T),O) + N(T) = F(T),

gdzie g — gwarantowana stopa zwrotu. Zaktadamy, ze ryzyko $miertelnosci jest w
petni dywersyfikowalne, co oznacza, ze wyznaczajac wartos¢ zobowigzania best
estimate mozemy zastgpi¢ N(T) przy pomocy n(t) — oczekiwanej liczby osob
dozywajacych konca trwania umowy. Przeplyw pieni¢zny z zobowigzania na
koniec trwania umowy mozna zreplikowaé przy pomocy n(t) jednostek wartosci
rachunku i n(t) * (1 — p)7 jednostek opcji put wystawionej na fundusz S z ceng

wykonania 1 terminem wykonania 7.

a-pT

c) Wyznaczamy warto$¢ zobowigzania na moment ¢=0. Wykorzystujac wzor
Blacka-Scholesa, warto$¢ 1 jednostki opcji put przy parametrach:

_ (144%)°

= 0 = = [ d—
r=log (14+3%),0 =0.15,T =8,K 1 =3%)°

S(0) =1,

jest rowna 0.4422. Warto$¢ jednostki rachunku wynosi (1 — 3%)8=0.7837,
poniewaz cena S(7) jest rowna S(0)=1. Wartos¢ zobowigzania jest rowna
100 * (1 — 5%)8 * (1 — 8%)® * 0.4422 + 100 * (1 — 5%)® % 0.7837 =
74.9890.

d) Poniewaz warto§¢ zobowigzania z pojedynczej polisy jest mniejsza od zebranej
sktadki (0.74989<1), pptata w wysokosci 3% pokrywa wystawiong gwarancje.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 18.2 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019.
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Zadanie 3.

a) Scharakteryzuj cztery rodzaje ryzyka w ubezpieczeniach majatkowych zwigzane
z poziomem szkod (level), zmiennos$cig (volatility), trendem (trend) i zdarzeniami
katastroficznymi (catastrophe) (4p),

b) Posiadamy nastepujace informacje:

Rok szkodowy Sktadka zarobiona Zagregowane szkody z
roku szkodowego
2020 100 70
2021 150 120
2022 300 260

Oceni¢ ryzyko trendu we wspotczynnikach szkodowosci (1p).

Odpowiedzi:

a) W oparciu np. o rozdziat 7.9 w “Financial Enterprise Risk Management”, 2"
edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017.

b) Liczymy wspotczynniki

szkodowosci

w kolejnych latach szkodowych:

70/100*100%=70%, 120/150*100%=80%, 260/300*100%=86%. Obserwujemy
wzrost wspotczynnika szkodowosci, co moze stanowic podstawe do stwierdzenia,
Ze jesteSmy narazeni na ryzyko trendu.
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Zadanie 4.

Rozwazmy rozktad Pareto straty X postaci:
Fx)=1—-x"%x>1,

z parametrem c=1.5.

a) Wyznacz kapital ekonomiczny dla nieoczekiwanej straty, tzn. dla zmiennej X —
E[X], stosujac miar¢ Value-at-Risk VaR, [X —E[X ]] na poziomie ufnosci 75%
(2p),

b) Wyznacz kapital ekonomiczny dla nieoczekiwanej straty, tzn. dla zmiennej X —
E[X], stosujac miar¢ Conditional Tail Expectation E[X — E[X]|X > VaR,[X]] na
poziomie ufnosci 75% (2p),

c) Ocen wyniki, ktory otrzymale§ w punktach a) i b). Uzasadnij, ktorg miarg ryzyka
wykorzystatby$§ do wyznaczenia kapitatu ekonomicznego (1p).

Wskazdéwka: Mozesz przyjac bez obliczen, ze E[X] = i
Odpowiedzi:

a) Niech L = X — E[X]. Wyznaczamy kwantyle dla zmiennych X i L oraz kapitat
ekonomiczny dla L:

1
Fx'(p)=Q01-p)e,
1 c
F'(p) = VaRy(L) = (1= p)~c = — = —0.4802.

b) Wyznaczamy warunkowe wartosci oczekiwane dla zmiennych X i L oraz kapitat
ekonomiczny dla L:

Cc
— 1-c
ELXIX > u] Pr(X>u)*(c—1)u ’
€ _i-c c
E[X — E[X]|X > VaR,(X)] = CTE,(L) =< < 1_ e 4.5595,

gdzie podstawiliémy u = Fy *(p) = 2.5198.

c) Poniewaz rozktad Pareto z parametrem c=1.5 jest rozktadem sko$nym i grubo-
ogonowym kwantyl nizszego rzgdu jest mniejszy niz warto$¢ oczekiwana i miara
ryzyka VaR dla nieoczekiwanej straty zwraca ujemny kapitat ekonomiczny, ktory
nie jest do zaakceptowania w kontek$cie ryzyka, na ktore jesteSmy narazeni.
Wybra¢ nalezy miar¢ CTE do wyznaczenia kapitalu ekonomicznego w tym
przykladzie.
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Przyktadowa literatura: Rozdziat 2.3 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015.
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Zadanie 5.

Rozwazamy ryzyko sktadki i ryzyko rezerw w rezimie Wyptacalnos¢ Il w segmencie
ubezpieczenia odpowiedzialnosci cywilnej z tytulu uzytkowania pojazdow
mechanicznych (segment 1) oraz w segmencie ubezpieczenia od ognia i innych szkod
rzeczowych (segment 4). Miary wielkos$ci ryzyka sktadki wynosza, odpowiednio, 300 i
600, odchylenia standardowe ryzyka sktadki wynosza 10% i 8%, miary wielkosci ryzyka
rezerw wynosza 200 i 400, odchylenia standardowe ryzyka rezerw wynosza 9% i 10%,
wspotczynnik korelacji pomigdzy ryzykiem sktadki i ryzykiem rezerw wynosi 0.5,
wspotczynnik korelacji pomigdzy segmentami wynosi 0.25.

a) Stosujemy agregacj¢ hierarchiczng zgodnie z Formulg Standardowa. Na
pierwszym poziomie agregujemy ryzyko sktadki z ryzykiem rezerw dla kazdego
segmentu oddzielnie, na kolejnym poziomie agregujemy lgczne ryzyko sktadki i
rezerw pomiedzy dwoma segmentami. Wyznacz wymog kapitatlowy dla ryzyka
sktadki i ryzyka rezerw dla obu segmentow lacznie (zdywersyfikowany kapitat)
zgodnie z Formutg Standardowg (2p),

b) Wykorzystujac ogdlng definicje¢ alokacji Eulera, wyznacz i przeprowadz alokacje
zdywersyfikowanego kapitalu do poziomu ryzyka sktadki w segmencie 1 (3p).

Odpowiedzi:

a) Wymog kapitatlowy dla segmentu I:

SCR, = 3 %+/(300 % 0.1)2 + (200 * 0.09)% + 2 * 300 * 0.1 * 200 * 0.09 * 0.5
= 126.

Wymog kapitatowy dla segmentu II:

SCR, = 3 %,/(600 * 0.08)2 + (400 * 0.1)% + 2 * 600 * 0.08 * 400 * 0.1 * 0.5
= 228.95.

Wymog kapitatowy dla segmentu I 1 II:

SCR = /(126)? + (228.95)? + 2 * 126 * 228.95 * 0.25 = 287.60.

Alternatywnie, zamiast 3 mozna byto uzy¢ wartosci 2.57 (kwantyl rzedu 99.5% w
rozktadzie normalnym).

b) Niech / oznacza dodatkowa ekspozycje dla ryzyka skladki w segmencie I.
Wyznaczmy miary ryzyka zgodnie z agregacja hierarchiczng:

SCR(R) = \/ (SCRy(h))? + (SCR,)? + 2 * SCR,(h) * SCR, * Tho, 5,

SCR,(h) = \/ (SCRy5(h))" + (SCRy,)" + 2 % SCRy4(h) * SCRy, * Thoy,
SCRLS(h) = 3 * El,S * (1 + h) * O-I,S‘

11
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Alokacje¢ Eulera wyznaczamy zgodnie ze wzorem:
d
SCR(Lys|L) = — SCR(W) | n=o.

Dostajemy:
SCRy + SCR, *Thoy , (SCRLS)Z + SCRy s * SCRy ,rho, ¢
*

SCR SCR,
126 +228.95 % 0.25

287.60

(3%300*0.1)2+ (3300 0.1) * (3 *200 = 0.09) *0.5
* 176 = 53.25.

SCR(Lys|L) =

Wykorzystalismy SCR; = SCR4(0).

Przyktadowa literatura: Rozdziat 8.5 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015.
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Zadanie 6.

Rozwazamy model wewnetrzny w rezimie Wyptacalnos¢ I, w ktéorym rozwazamy
wylacznie ryzyko rezerw pochodzace z jednego (pewnego) roku szkodowego. Stosujemy
model Hertiga rozwoju szkod, w ktorym skumulowane wyptaty (C;,i =0,...,n), w
przysztych latach kalendarzowych i, opisane s3 wzorem: Co, = 50, C; = C;_; * e*i, gdzie
X;~N(u;, 0?) s niezalezne oraz

Rok kalendarzowy i Ui o;
1 0.6 0.3
(najblizszy rok kalendarzowy)
2 0,5 0.15
3 0.1 0.05

Wartos¢ C, opisuje warto§¢ $wiadczen juz wyplaconych przez ubezpieczyciela w
poprzednich latach kalendarzowych. Podane oszacowania (y;, 0; ) sa oszacowaniami
best estimate dla rozktadow szkod i nie uwzgledniamy blgdow estymacji tychze
parametrow w ocenie ryzyka rezerw. Na rynku finansowym obserwujemy ptaska strukture
terminowa i roczna stopa wolna od ryzyka wynosi 0% - nie uwzgledniamy wigc
dyskontowania w ponizszych obliczeniach.

a) Zapisz straty ubezpieczyciela w horyzoncie jednorocznym i ostatecznym
wykorzystujagc odpowiednie wyrazenia matematyczne, gdzie strata rozumiana jest
jako zmiana warto$ci zobowigzan ubezpieczeniowych best estimate z tytuhu szkod
niewyptaconych z analizowanego roku szkodowego — wyjasnij poszczegdlne
komponenty zapisanej straty (3p),

b) Wyznacz wymog kapitalowy dla ryzyka rezerw w rezimie Wyptacalnos¢ 11
stosujac odpowiednig definicje straty i miare Value-at-Risk (2p).

1
Wskazowka: Niech X = e**PZ gdzie Z~N(0,1). Wtedy E[X*] = Pt

Odpowiedzi:
a) Strate w horyzoncie jednorocznym definiujemy jako:
Liyr = E[Cy|C1] — E[CplCo].
Strate w horyzoncie ostatecznym definiujemy jako:
Lyir = E[Cy|Cr] — E[Ch|Co] = C — E[Cpl|Co].
Powyzsze wartoSci oczekiwane opisujg najlepsze oszacowania zobowigzania z

tytutu szkéd niewyplaconych pod warunkiem informacji w danym momencie
czasu. Dodatkowo, wiemy:

Cn = Co * exp(Z?ngi) =50 * exp3(2?=1Xi),
E[C,|Co]l = Co * exp( ui + 0.5 * Z aﬁ) = 175.83,
i=1 =1

=

13
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3 3
E[C,|Ci] = Co* eX1 xexp (Z Ui + 0.5 * Z al-2> = 92.26 x X1,
=2 i=2

i=
b) Wyznaczamy

VaR99.5%(L1YR) = (9226 * eo'6+0'3*2'57'175.83):187.58.

Przyktadowa literatura: “Claims run-off uncertainty: the full picture” - M. Merz, M.V.
Wiithrich, 2015.
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Zadanie 7.

Rozwazamy model Mertona dla ryzyka kredytowego. Firmy A i B finansuja swoja
dzialalno$¢ emisja akcji i obligacji zero-kuponowych z terminem wykupu 7. Zmiany
warto$ci aktywow firmy A i B opisane sg rOwnaniami:

dv(t) = aq;V(t)dt + b;V (t)dW;(t), i=A,B,
gdzie Wy, W, sg ruchami Browna. Zapadalnos$¢ dtugu nastepuje w ciggu najblizszego roku

w chwili T=1. Stopa wolna od ryzyka (intensywnos$¢ oprocentowania) wynosi 5% w ciggu
catego najblizszego roku. Dodatkowo:

Firma i A B
Biezaca wartos¢ aktywow 100 PLN 300 PLN
firmy V(0)
A 5% 2%
B 25% 20%
Nominalna warto$¢ dlugu 50 PLN 200 PLN
w momencie 7=/

a) Wyprowadz rzeczywiste prawdopodobienstwo defaultu 1  wyznacz
prawdopodobienstwa defaultu dla firmy A i B w ciagu roku (3p),

b) Wyznacz rzeczywiste prawdopodobienstwo, ze obie firmy zbankrutujg w ciagu
roku, przy zalozeniu, Ze scenariusze bankructwa dla firmy A i B sa zalezne i
zaleznos$¢ opisana jest koputa Gumbela:

C(w,v) = exp { —((—In W))* + (~In )"/},
z parametrem a = 2, co odpowiada wsp. Kendalla na poziomie 50% (2p).

Wskazdéwka: Rozwigzaniem stochastycznego rownania opisujacego aktywa jest proces
V(t) = V(0)edt-05*b*t+bW(®) j wiemy W (£)~N (0, t).

Odpowiedzi:

a) Zgodnie z modelem Mertona, prawdopodobienstwo defaultu w okresie [0,T]
wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

1
Pr(V(T) < K) = Pr (V(O)e“T‘E"ZT”’W(T) < K)

K 1.,
log(m>—aT+7b T

=Pr| W(T) < -

K\ _ 1.,
10g<m> aT+2bT

b\T '

=¢

15
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gdzie K oznacza nominalng warto$¢ dtugu w momencie 7 i & jest dystrybuantg
standardowego rozktadu normalnego. Podstawiajac wartosci parametrow dla
firmy A - otrzymujemy prawdopodobienstwo 0.22%. Dla firmy B —2.13%.

b) Niech:

1, firma i zbankrutuje ) o, )
I; = , . . Wpisz tutaj rOwnanie.
0, firmainie zbankrutuje

Wyznaczamy prawdopodobienstwa:

Pr(l, = 0,13 = 0) = C(1 — 0.22%, 1 — 2.13%) = 0.9785,
Pr(l, = 1) = 0.0022,
Pr(l; = 1) = 0.0213,
Pr(l, =1,Iy =1) =1 —Pr(l, = 0) — Pr(Iz = 0) + Pr(I, = 0,15 = 0)
= 0.21%.

Prawdopodobienstwo, ze obie firmy zbankrutuja w ciggu roku, przy zatozeniu, ze
scenariusze bankructwa dla firmy A i B sg zalezne i zalezno$¢ opisana jest koputa
Gumbella wynosi 0.21% (zauwaz, ze koputa Gumbela posiada zalezno$¢ w
goérnym prawym rogu, czyli powinniSmy wybra¢ (I, = 1, Iz = 1) jako scenariusz
tacznego defaultu w prawym gérnym rogu).

Przyktadowa literatura: Rozdzial 14.5.3 w “Financial Enterprise Risk Management”, 2nd
edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017, oraz Rozdzial 7 w “Quantitative Risk
Management: Concepts, Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P.
Embrechst, Princeton, 2015.
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Zadanie 8.

Rozwazamy kwesti¢ modelowania zalezno$ci pomigedzy dwoma czynnikami ryzyka
(X,Y) na potrzeby wprowadzenia modelu wewngtrznego do wyznaczenia kapitatu
ekonomicznego w celu pokrycia straty generowanej przez te czynniki.

a) Zdefiniuj wspotczynnik zaleznosci w gérnym prawym ogonie dla (X,Y) i opisz
jego role w kontekscie zarzadzania ryzykiem (2p),
b) Dysponujemy nastepujacym wykresem rang obserwacji dla czynnikéw (X,Y):

Rangi (X,Y)

Ocen czy zmienne (X,Y) charakteryzujg si¢ zaleznoscia w goérnym prawym
ogonie (1p),

¢) Rozwazmy portfel obligacji korporacyjnych narazonych na ryzyko kredytowe.
Uzasadnij, czy proponowatbys model zaleznosci w ogonie, czy tez braku
zaleznos$ci, do modelowania i mierzenia straty z tego portfela (2p).

Odpowiedzi:

a) Wspolczynnik zaleznosci w gérnym prawym ogonie dla (X,Y) definiujemy
zgodnie ze wzorem:

lim Pr (X > Fx' (@)Y > Fy' (@)
q-

Wspotezynnik zaleznosci w ogonie moéwi o mozliwosci wystapienia zdarzenia, w
ktorym ekstremalna szkoda z czynnika Y pociagnie za sobg ekstremalng szkode z
czynnika X.

b) Brak zalezno$ci w gornym prawym ogonie poniewaz punkty (rangi) rownomiernie
wypehiajg gomy prawy rog kwadratu.

¢) Spodziewamy si¢ zaleznosci w gornym prawym ogonie poniewaz spodziewamy
si¢ strat ze wszystkich obligacji w scenariuszu kryzysu ekonomicznego
(finansowego), w ktoérym upadek jednej instytucji pocigga za sobg upadek innych
instytucji emitujacych obligacje.

17
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Przyktadowa literatura: Rozdzial 7 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015.
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Zadanie 9.

Firma ubezpieczeniowa posiada zobowigzanie w wysokosci 200 i 300 w terminach
zapadalnosci rownych 5 19 lat. Struktura terminowa stop procentowych wyznaczona jest
W oparciu o trzy stopy w terminach zapadalno$ci 1 miesigc, 3 1 7 lat w wysokosci,
odpowiednio, 2%, 4% i 8%. Stopy w pozostatych terminach zapadalnosci, pomigdzy 3 i
7 lat, definiowane sg poprzez liniowa aproksymacje stop z terminéw zapadalnosci 3 1 7
lat. Struktura terminowa stop w terminach zapadalno$ci powyzej 7 lat jest natomiast
ptaska. Przyjmujemy, ze stopy sa stopami spot oprocentowania cigglego. Zmiany stop w
terminach 3 i 7 lat w okresie tygodnia modelowane sg przy pomocy lacznego rozktadu
normalnego:

0.5)2 05 1

N([g]’ y (130 100 * 700 * 0-2° )

700 * 700 * 0:25 (Flo)z

Ponizej zaniedbujemy zmiany wartosci zobowigzania zwigzane ze skroceniem terminu
zapadalnosci.

a) Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rzedu wyznacz zmiang wartosci
zobowigzania w wyniku spadku stop procentowych w ciggu tygodnia w terminach
317 lato 112 punkty procentowych (2p),

b) Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rzedu, wyznacz ryzyko zmiany
wartosci zobowigzania w horyzoncie jednego tygodnia zwigzane ze zmiang
warto$ci zobowigzania w wyniku zmian stop procentowych. Jako miare ryzyka
zastosuj miar¢ Conditional Tail Expectation na poziomie 95% (3p).

-1
Wskazowka: Jezeli X~N(a, b%), wiedy CTE, (X) = a + b0 gdzie fi Fsa
gestoscig 1 dystrybuantg rozktady N(0,1), w szczegdlnosci:

x2

1 _z
f)=57ze
Odpowiedzi:

a) Stope dla terminu zapadalnos$ci =5 wyznaczamy jako:
rs=ax*xr;+ (1 —a)r,

gdzie 13 11, oznaczajg stopy w terminach 31 7 lati a = 1/2. Stope dla terminu
zapadalnos$ci /=9 wyznaczamy jako:

T'g = T7.

19
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Wartos¢ zobowigzania dana jest wzorem:

5
P(r3,15) = 200 * 7575 + 300 * =70 = 200 x e 2""3777) 4 300 x =977
= A(r3,17) + B(17).

Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rzedu i podstawiajgc h; =

1 2 .
—— h, = ——, dostajemy:
100 7 100’ jenmy

P(r3 + hs, 1y + hy) — P(13,17) = Pr3(7”3'7”7) *hs + I (r3,17) * h;
= Ay, (13,17) * hg + (Ar7 (r3,77) + By, (7”7)) * hy
= —; * 148.16 x h3 + (—; * 148.16 — 9 * 146.02) * h,
= 37.39.

b) Przyjmujac zatozenie o tagcznym rozktadzie normalnym dla tygodniowej zmiany
stop procentowych (hs, h;) dostajemy rozktad:

P(r3 + hy, 75 + h;) — P(r3,15)~N(0,17.40?%).
Wyznaczamy miare ryzyka zgodnie ze wzorem:

B f(F7(0.95)) _
CTEp(X) = 17.40 = W = 35.89.

Przyktadowa literatura: Rozdziat 20.3 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019; oraz Rozdziat
6.1 w “Quantitative Risk Management: Concepts, Techniques and Tools”, revised edition
- A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton, 2015.
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Zadanie 10.

Jako poczatkowg date wyceny pozycji w bilansie rozwazamy poczatek roku
kalendarzowego 2022. Firma ubezpieczeniowa posiada jednoroczne zobowigzanie.
Swiadczenia sg ptatne pod koniec roku kalendarzowego i pochodza z rozktadu log-
normalnego o wartosci oczekiwanej 2,000 i odchyleniu 1,000. Warto§¢ najlepszego
oszacowania zobowigzania best estimate wyznaczamy jako zdyskontowang warto$¢
przysztych §wiadczen, gdzie do dyskontowania wykorzystujemy stope wolng od ryzyka
dla odpowiednego terminu zapadalno$ci zobowigzania. Dodatkowo, warto§¢ marginesu
ryzyka dla zobowigzania na poczatku roku kalendarzowego jest zadana i wynosi 500.
Firma posiada aktywa w wysokosci 5,000. Aktywa zostaty zainwestowane w 50% w 1-
roczng zero-kuponowg obligacje i w 30% w 2-letnig zero-kuponowag obligacje rzadowa,
bez ryzyka kredytowego, o rocznej stopie rentownosci rownej 5% oraz w 20% w akcje.
Instrumenty finansowe wyceniane sg zgodnie z wartosciami rynkowymi, na rynku
finansowym obserwujemy ptaska strukture terminowg i obligacje sg ptynnie handlowane
na rynku finansowym.

a) Wyznacz warto$¢ srodkow wlasnych w rezimie Wyptacalno$¢ I na poczatku roku
kalendarzowego (1p),

b) Wyznacz warto$¢ srodkéw wiasnych w rezimie Wyptacalnos¢ 11 na koniec roku
kalendarzowego, po wyplaceniu $wiadczen, przy scenariuszu: wzrostu stopy
rentowno$ci z obligacji do poziomu 6% (nadal zakladamy ptaska strukture
terminowa po zmianie stopy rentownosci na koniec 2022r.), spadku ceny akcji o
25%, wysoko$ci $wiadczen na poziomie kwantyla 95% rozktadu
prawdopodobienstwa (3p),

c) Zaléozmy, ze powyzszy scenariusz definiuje zmian¢ $rodkéw wilasnych na
potrzeby wyznaczenia wymaganego kapitalu ekonomicznego. Wyznacz warto$¢
tego kapitatu (1p).

1
Wskazowka: Niech X = e®*tPZ gdzie Z~N(0,1). Wtedy E[X*] = Pt

Odpowiedzi:

a) Warto$¢ zobowigzania wynosi Zf:;) + 500 = 2,404.76. Warto$¢ srodkow

wtlasnych wynosi 5,000-2,404.76=2,595.24.

b) Stosujac metode momentéw mozemy wyznaczy¢ parametry a i b w rozkladzie log-
normalnym opisujacym losowe $wiadczenie w chwili t=1. Dostajemy: a=7.4893 i

b=0.4724 Warto$¢ zobowigzania w zadanym scenariuszu na moment t=1 wynosi
e7.4-893+ .6449%0.4724 _ 3,89064

Warto$¢ akcji w zadanym scenariuszu na moment t=1 wynosi 20%*5,000*(1-
15%)=750. Warto$¢ obligacji w zadanym scenariuszu na moment t=1 wynosi:

(1+5%)2
50% * 5,000 * (1 + 5%) + 30% * 5,000 + ————— = 4,185.14.
14+ 6%
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Wysokos¢ srodkow wilasnych na moment t=1 w zadanym scenariuszy wynosi
4,185.14+750-3,890.64=1,044.51.

c¢) Zmiana $rodkow wilasnych w zadanym scenariuszu wynosi 2,595.24-
1,044.51=1,550.73, co odpowiada kwocie kapitatu ekonomicznego zgodnie z
definicjg w zadaniu.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 2.1-2.3 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015, oraz Rozdziat 3.5.6 w “Actuarial Aspects of ERM for Insurance Companies”, 2016.
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