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Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych 12. 06. 2023 .

Zadanie 1.
Ryzyka X; i X, sa niezalezne i maja rozktady o dystrybuantach odpowiednio F; (x)
oraz F,(x) o przebiegu podanym w tabeli

x<0 x€[0,1) x=1
Fl(X) 0 X 1
8 1

Pr (X1 + X, < %) Wynosi:

72
80

(A)

73
80

(B)

74

© 5

75

(D) 2 TAK

76
80

(E)
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Zadanie 2.

Zmienna losowa X jest sumg trzech niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
ztozonych Poisson z parametrami odpowiednio (44, F;), (A, F,), oraz (43, F3).
Wartos$ci parametrow czestotliwosci A4, A,, A3, oraz dystrybuanty F;, F,, F3, dane s3

wzorami;

L A Fi(x) Fi(x) Fi(x)
dla x <1 dla x €[1,3) dla x >3

1 1/2 0 5/10 1

2 1 0 6/10 1

3 1/2 0 3/10 1

Wobec tego Pr(X = 4) wynosi:

A) e

B) e

C) Ze

D) 22 TAK
24

(E) e

24
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Zadanie 3.
Szkody pojawiajg si¢ zgodnie z procesem Poissona o intensywnosci A. Proces
zastartowal w momencie czasu t = 0. Niech T,, oznacza moment zaj$cia n-tej z kolei
szkody, za§ N(t) liczbe szkod, do ktorych doszto do momentu 7. Wobec tego
warunkowa warto$¢ oczekiwana:

E(T, = T1IN(1) = 2)
Wynosi:

(A) /4
(B) 13 TAK
©) 12
D) 273

(E)  bez informacji o warto$ci parametru A nie mozna udzieli¢ odpowiedzi
liczbowej
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Zadanie 4.
Niech:

e N oznacza liczbe roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,7T,,...,T, oznacza czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego, przy czym numeracja roszczen od
1-go do N-tego jest calkowicie przypadkowa (porzadek liczb 7,,7,,...,T, jest
losowy)

Zatdézmy, ze:

e zmienne losowe N,7,,T,,T;,...s3 niezalezne,

e zmienne losowe 7,,7,,T;,... maja identyczny rozktad wyktadniczy o warto$ci

oczekiwanej rownej 1 (jednostkg pomiaru czasu jest miesigc)
e zmienna losowa N ma rozklad geometryczny o funkcji prawdopodobienstwa:

Pr(N = k) = (%)k k=123,..

Niech 4 oznacza zdarzenie, iz w ciggu pierwszego miesigca od zajscia wypadku
zgloszono doktadnie jedno roszczenie, a wigc iz doktadnie jedna liczba ze zbioru liczb
{T1 , 2,...,T,v},jest mniejsza lub rowna 1.

Prawdopodobienstwo, ze z tego wypadku pojawig si¢ jeszcze nastepne roszczenia:
Pr(N > 1|4)

Z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 0427
(B)  0.380
(C)  0.334 TAK
(D) 0291
(E)  0.250



Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych 12. 06. 2023 .

Zadanie 5.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowg nadwyzka poczatkows:
U(t) =ct— Zl,gfl) Yy, gdzie:

e ctjest sumg sktadek zgromadzonych do momentu ¢,

e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

e wartosci szkéd Y3, Y, Y5 s3 1.1.d, niezalezne od procesu N (t).
O rozktadzie wartosci pojedynczej szkody wiemy tylko tyle, ze:

e Pr(Y;€[0,10]) =1

e E(Y)=2
Wiemy tez, ze ¢ > 2A.
Interesuje nas warunkowa warto$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny, pod
warunkiem ze do ruiny dojdzie. Informacje sa nazbyt skape, aby ja wyznaczy¢, mozna
jednak okresli¢ przedziat, ktory zawiera wszystkie jej mozliwe wartosci, 1
réwnoczesnie nie zawiera nic ponadto. Ten przedziat to:

(a) [0,5]

B) [1,5] TAK
©) [1,10]

(D) [2,5]

(E) [2,10]
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Zadanie 6.
Laczna wartos$¢ szkod:

o X=Y+Y,+..+Y,, (X=0gdy N=0)
ma przy danej warto$ci A parametru ryzyka A warunkowy rozktad ztozony Poissona
Z parametrami:
e oczekiwang liczbg szkdd rowng A,
e rozktadem wartosci pojedynczej szkody danym dla x>0 dystrybuanta:
FY‘A:/l (x)=1- exp(— a-exp(4)- x)

Parametr ryzyka A ma w populacji ubezpieczonych rozktad Gamma (a, J/j ) , 0 gestosci:

ﬁa a-1
X)= x“7 exp(—=px).
() @) p(=/x)

Przyjmijmy warto$ci parametréw zadania rowne:
[} a = i ,

11
e a=4, =10
Wobec tego iloraz:

E(X)

E(N)-E(Y)

WYNosi:
A 1

11
B =
(B) B
© 10 TAK

11

10
D i
(D) 0

9
E Z
(E) T
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Zadanie 7.
Rozwazamy model nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
Uy=u+X;+X,+--+ X, gdzie:
e u to nadwyzka poczatkowa (nieujemna);
o X, X, X3,... sgi.id,ireprezentujg roznice pomiedzy wptywami ze sktadki a
wydatkami na odszkodowania w kolejnych latach;
e rozktad zmiennej X; jest czteropunktowy:

Pr(Xl = 2) = p25
Pr(X; =1) =py,
Pr(Xl = 0) = pOa

Pr(X; =—-1)=1-po —p; — P2
Niech N = min{n: U, < 0} oznacza czas ruiny.
Przyjmijmy, ze parametry procesu wynosza: p, = 2/10,p; = 2/10, p, = 1/10,
oraz u = 3. W tych warunkach ruina jest pewna, a wigc Pr(N < o) = 1. Wobec tego
oczekiwany czas do ruiny E(N) jest wielko$cig dobrze okreslona, i wynosi:

(A) 24
(B) 28
(C) 32
D) 36

(E) 40 TAK
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Zadanie 8.
Kazdy kierowca z pewnej populacji zgltasza szkody zgodnie z procesem Poissona, przy
czym intensywnos¢ A (roczna) charakteryzujaca pojedynczego kierowce jest w
przekroju tej populacji zréoznicowana. Populacja jest zamknigta, a kierowcy migruja
pomiedzy trzema klasami bardzo prostego systemu bonus-malus. W systemie tym
kazdy kierowca, ktory w danym roku zgtosit jedng lub wigcej szkod, laduje w roku
nastepnym w klasie pierwszej (z najwyzszg sktadky). Jesli jednak nie zgtosit zadnej
szkody, wtedy:

e Laduje w klasie 2, o ile w danym roku byl w klasie 1;

e Laduje w klasie 3, o ile w danym roku byt w klasie 2.

Rozktad wartosci parametru 4 w przekroju populacji jest rozktadem wyktadniczym o
gestosci danej na potosi dodatniej wzorem:

o f(x) = pPexp(—pfx), zparametrem réownymiff = 9.
W celu skalkulowania sktadki adekwatnej dla osob przebywajacych w klasie drugiej
liczymy warunkowa warto$¢ oczekiwanag:

e E(N3|N; >0,N, =0),
gdzie N3 to liczba szkdd ktore zostang zgltoszone w roku nadchodzacym, zas§ N, oraz
N, to odpowiednio liczba szkdéd w roku uptywajacym oraz rok wczesniej, a wszystkie
trzy liczby dotycza losowo dobranego kierowcy z tej populacji.
Owa warunkowa warto$¢ oczekiwana wynosi:

(A)  21/110 TAK
(B) 1/11

(C) 7/33

(D)  19/90

(E)  20/99
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Zadanie 9.
Niech X, ; oznacza warto$¢ szkod zasztych w roku # i zlikwidowanych w roku (t + j),

zas CX;j = Z{ZOXM- odpowiednie warto$ci skumulowane. Zaktadamy, iz likwidacja
szkod zamyka si¢ w okresie J lat, a wigc iz dla j > ] wszystkie X, ; rOwnajg si¢ zeru.
Zatozenia o momentach pierwszych dwdch rzedow sa nastgpujace:
¢ E(Xt,jllit) =T Ue,
e gdzie wspotczynniki rozktadu opdznienia 7; sg nieujemne i Z;zo rp=1

o cov(Kep Koo ) =

o E(u)=u
e E(c?) =o?

rjof jeslit=s oraz i=j
0 w p.p.

a jeSlit=s
A L

Znamy warto$ci parametrow:

3 2 1
d (TO,Tl,TZ) = (_ A _)7

10’10’10
e u=1000,
e ¢?=10000,
e a=10000.

Kalkulacje rezerwy na koniec 2002 roku na szkody zaistniate w 2000 roku 1 do tej
pory niezlikwidowane przeprowadzamy w oparciu o predyktor liniowy postaci:
Pred(cxzooo,] - CX2000,2|CX2000,2) = by + b1CX3000,2

Minimalizujac btad §redniokwadratowy predyktora otrzymujemy warto$ci
parametrow (b, b;) rowne:

(A)  (bg,by) = (250,0.25) TAK

(B)  (by, b1) = (250,0.15)

(C)  (by,b1) = (625,0.25)

(D)  (bgy, by) = (150,0.15)

(E) (b by) = (625,0.625)
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Zadanie 10.
Obserwujemy realizacje tacznej wartosci szkod X; . i-tego ubezpieczonego w #-tym
rokudla i=12,.. . N,t=12...T;N>2T>2.
Nie znamy warto$ci nastgpujacych parametrow:

u(®;) = E(X;.|0;),

a%(8;) = var(X,.|6;),

u=E[u(©)],

= E[a%(8))],

a = var[u(e,)],

wiemy jednak, ze jesli i# j lub r#s to cov(Xi,t,X]-,S|@i, G)j) = 0.

: = 1Y S
Niech Xi:?ZXU, X:WZ“X

Mamy dwa estymatory parametru a:

(x LS, -x )
SN 1ZZ o N2z KX
oraz:

a, = max{&l, O}.
Niech MSE E[ a,—a ]

Wybierz zdanie prawdziwe:
(A)  oba estymatory sg nicobcigzone, VAR(G,) < VAR(a, )
(B)  oba estymatory sa nieobcigzone, VAR(d,)> VAR(a,)
(C)  E(a)<E(a,), VAR(a,)<VAR(a,)
(D)  VAR(a,)<VAR(a,) < MSE(a,)

(B)  VAR(a,)< MSE(a,)<VAR(a,)  TAK

10
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Egzamin dla Aktuariuszy
Sesja egzaminacyjna w dniu 12 czerwca 2023r.

Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja*®
1

Oloo|w|an|u|a|w
| > | > m| Q|| Olw|T|T

—_
[e)

* Oceniane s wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna

11
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