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Modelowanie

20.09.2022 r.

Uwagi

a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesigtnym (znakiem dziesigtnym) jest

kropka ,, .”.

b) W prezentowanych wynikach oszacowan uogolnionych modeli liniowych (GLM):

e Residual deviance i Resid. Dev — 0znacza dewiancj¢ oszacowanego modelu,
e Null deviance — oznacza dewiancj¢ modelu zerowego,
e Deviance — redukcj¢ dewiancji po dodaniu kolejnej zmiennej objasniajacej,

e Df — stopnie swobody,

e Sum Sq — suma kwadratow.

c) Warto$ci y2,, rozkladu chi-kwadrat speiajace warunek P(y* = x2.,) = a

a

v 0.99 0.95 0.90 0.48 0.49 0.50 0.10 0.05 0.01| 0.008| 0.007| 0.005
1 0.000{ 0.004| 0.016] 0.499| 0.477| 0.455| 2.706| 3.841| 6.635| 7.033] 7.273| 7.879
2 0.020{ 0.103| 0.211| 1.468| 1427 1.386| 4.605 5.991| 9.210| 9.657| 9.924| 10.597
3 0.115| 0.352| 0.584| 2.474| 2420 2366/ 6.251| 7.815| 11.345| 11.827| 12.115| 12.838
4 0.297| 0.711| 1.064| 3.486| 3.421| 3.357| 7.779| 9.488| 13.277| 13.789| 14.094| 14.860
S 0.554| 1.145| 1.610| 4.499| 4.425| 4.351| 9.236| 11.070| 15.086| 15.625| 15.946| 16.750
6 0.872| 1.635| 2.204| 5.512| 5.430| 5.348| 10.645| 12.592| 16.812| 17.375| 17.710| 18.548
7 1.239| 2.167| 2.833| 6.525| 6.435| 6.346| 12.017| 14.067| 18.475| 19.060| 19.408| 20.278
8 1.646| 2.733| 3.490| 7.537| 7.440| 7.344| 13.362| 15.507| 20.090| 20.696| 21.056| 21.955
9 2.088| 3.325| 4.168| 8.548| 8.445| 8.343| 14.684| 16.919| 21.666| 22.291| 22.663| 23.589
10 2.558| 3.940| 4.865| 9.559| 9.450| 9.342| 15.987| 18.307| 23.209| 23.853| 24.235| 25.188
11 3.053| 4.575| 5.578| 10.570| 10.455| 10.341| 17.275| 19.675| 24.725| 25.386| 25.779| 26.757
12 3.571| 5.226| 6.304| 11.580| 11.460| 11.340| 18.549| 21.026| 26.217| 26.895| 27.297| 28.300
13 4.107| 5.892| 7.042| 12.589| 12.464| 12.340| 19.812| 22.362| 27.688| 28.383| 28.794| 29.819
14 4.660| 6.571| 7.790| 13.599| 13.469| 13.339| 21.064| 23.685| 29.141| 29.851| 30.272| 31.319
15 5.229| 7.261| 8.547| 14.608| 14.473| 14.339| 22.307| 24.996| 30.578| 31.303| 31.732| 32.801
16 5.812| 7.962| 9.312| 15.617| 15.477| 15.338| 23.542| 26.296| 32.000| 32.740| 33.178| 34.267
17 6.408| 8.672| 10.085| 16.626| 16.481| 16.338| 24.769| 27.587| 33.409| 34.162| 34.609| 35.718
18 7.015| 9.390| 10.865| 17.634| 17.485| 17.338| 25.989| 28.869| 34.805| 35.573| 36.027| 37.156
19 7.633| 10.117| 11.651| 18.642| 18.489| 18.338| 27.204| 30.144| 36.191| 36.972| 37.434| 38.582
20 8.260{ 10.851| 12.443| 19.650| 19.493| 19.337| 28.412| 31.410| 37.566| 38.360| 38.830| 39.997
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d) Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536

01| 0.540 0.544| 0.548| 0.552| 0.556 0.560| 0.564| 0.567 0.571 0.575

0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614

0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652

04| 0.655| 0.659| 0.663| 0.666| 0670| 0674 0.677| 0.681| 0.684| 0.688

0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722

06| 0726| 0.729| 0.732| 0.736| 0.739| 0.742| 0.745| 0.749| 0.752]| 0.755

0.7] 0.758 0.761| 0.764| 0.767| 0.770] 0.773 0.776 | 0.779 0.782 0.785

08| 0.788| 0.791| 0.794| 0.797| 0.800| 0.802| 0.805| 0.808| 0.811]| 0.813

09| 0816| 0.819| 0.821| 0824 0826| 0829 0.831| 0.834| 0.836]| 0.839

1| 0841| 0844| 0846| 0.848| 0.851| 0.853| 0.855| 0.858| 0.860| 0.862

11| 0.864| 0867| 0869| 0871 0873 0875| 0877| 0.879| 0.881]| 0.883

12| 0885 0.887| 0.889| 0.891| 0.893| 0.894| 0.896| 0.898| 0.900| 0.901

13| 0.903| 0.905| 0907| 0908 0910 0911| 0913]| 0.915| 0.916| 0.918

14| 0919| 0921| 0922 0924 0.925| 0926| 0928| 0929| 0931| 0.932

15| 0933| 0934| 0936| 0937 0.938| 0.939| 0941 0942 0943| 0.944

16| 0945| 0.946| 0947| 0948| 0949| 0951| 0.952| 0.953| 0.954| 0.954

17| 0955| 0956| 0957| 0.958| 0.959| 0.960| 0961 0962| 0.962| 0.963

1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971

19| 0971| 0972| 0973| 0973| 0974 0974| 0975| 0976 0976| 0.977

2 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982

2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986

22| 0986| 0.986| 0.987| 0987 0987 0988| 0.988| 0.988| 0.989| 0.989

2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992

24| 0992| 0.992| 0992| 0992| 0993 0.993| 0.993| 0.993| 0.993| 0.994

25 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995

26| 0995| 0.995| 0.99| 099 | 0996 | 0996 | 0.996| 0.996| 0.996| 0.996

27| 0997| 0.997| 0997| 0997| 0997 0.997| 0.997| 0997| 0997| 0.997

2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998

29| 0998| 0.998| 0.998| 0.998| 0.998| 0.998| 0.998| 0.999| 0.999| 0.999

3 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
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Zadanie 1.

W celu zbadania, w jaki sposdb roczna liczba szkdd (zmienna ClaimNb) dla polis w
pewnym portfelu ubezpieczen AC zalezy od wieku Kierowcy (zmienna DriverAge w
latach), marki samochodu (zmienna Brand przyjmujaca 7 kategorii) oraz rodzaju paliwa
(zmienna Gas przyjmujaca 2 kategorie) wykorzystano regresje Poissona z linkiem
kanonicznym.

a) (3p.) Najpierw oszacowano model ze wszystkimi wymienionymi wyzej
zmiennymi obja$niajagcymi bez uwzgledniania interakcji miedzy nimi. Dla tego
modelu tabela analizy dewiancji (Deviance Table) przedstawia si¢ nastgpujaco:
Analysis of Deviance Table
Model: poisson, link: log
Response: ClaimNb
Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev
NULL 72854 22350
DriverAge 1 8.943 72853 22341
Brand 6 45.050 72847 22296
Gas 1 41.109 72846 22255
Wypowiedz si¢ na temat istotnosci wplywu wybranych zmiennych na roczng
liczbe szkod zglaszanych w tym portfelu. Wykorzystaj w tym celu wyniki
odpowiedniego testu (na poziomie istotnosci 0.05). Nazwij ten test i krotko opisz.

b) (2p.) Powyzszy model zostat rozszerzony o interakcje migdzy markg samochodu
arodzajem paliwa. Kryterium informacyjne Akaike (AIC) dla tego modelu wynosi
29433.45. Wykorzystujac odpowiedni test sprawdz, czy wszystkie wspotczynniki
interakcji (tacznie) sa statystycznie istotne. Przyjmij poziom istotnosci rowny
0.05. W szczegolnosci zapisz hipoteze zerowa 1 alternatywng, podaj wartos¢
statystyki testowej 1 jej rozktad oraz warto$¢ krytyczna.

Wiadomo, ze kryterium informacyjne Akaike (AIC) dla wyjsciowego modelu (bez
interakcji) wynosi 29425.22.
Odpowiedzi
Odp. a)

Nalezato skorzysta¢ z testu ilorazu wiarygodno$ci.

Dla zmiennej DriverAge warto$¢ statystyki testowej wynosi 8.943, warto$¢
krytyczna: )(3_05;1 = 3.841. Mozemy zatem przyjacé, ze wiek kierowcy istotnie
wplywa na roczng liczbe szkdd zglaszanych w tym portfelu.

Dla zmiennej Brand warto$¢ statystyki testowej wynosi 45.050, warto$¢
krytyczna: x§os.c = 12.592. Mozemy zatem przyja¢, ze marka samochodu
istotnie wptywa na roczng liczbg szkod zgtaszanych w tym portfelu.



Modelowanie 20.09.2022 .

— Dla zmiennej Gas warto$¢ statystyki testowej wynosi 41.109, wartos$¢ krytyczna:
X051 = 3.841. Mozemy zatem przyjaé, ze rodzaj paliwa istotnie wptywa na
roczng liczbe szkod zgtaszanych w tym portfelu.

Odp. b)
Wspotczynniki interakceji (tacznie) nie s statystycznie istotne.

Tez nalezato skorzysta¢ z testu ilorazu wiarygodnosci.
Ho: Wszystkie wspotczynniki interakcji miedzy markg samochodu a rodzajem paliwa sg

roOwne zero.
Hi: Przynajmniej jeden wspdlczynnik jest rozny od zera.
Statystyka testowa:
T=2(-14),
gdzie:
l,, l; - logarytmy wiarygodno$ci odpowiednio modelu z interakcjami i bez
interakcji.

Wiadomo, ze
AIC =—-2-1+ 2"k,

gdzie:
| - logarytm wiarygodnosci,

k - liczba parametrow.

Stad:
T = —29433.45+ 215 + 29425.22 —-2-9=3.77

Wartos$¢ krytyczna: x§ 5,6 = 12.592.

Rozwigzanie:
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Zadanie 2.
Do opracowania planu taryfikacji wykorzystano uogdlniony model liniowy. Uzyskano
nastepujace wyniki:

Ryzyko | Warto$ci prognozowane Warto$ci rzeczywiste
1 2.00 2.05
2 0.50 0.22
3 1.50 1.48
4 0.80 0.85
5 0.80 0.40

a) (2p.) Narysuj krzywa Lorenza dla tego planu. Opisz osie i podaj wspotrzedne
odpowiednich punktéw na krzywe;j.

b) (2p.) Oblicz wspotczynnik Giniego dla tego planu.

c) (1p.) W jakim celu wykorzystuje si¢ wspotczynnik Giniego w taryfikacji?

Odpowiedzi:

wistych)

wartos

szkod

Odsetek «
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Odp. b)
Wspotczynnik Giniego
G =2-(0.5—polepod krzywa Lorenza)
G =0.3792
Odp. ¢)

Wspotczynnik Giniego zastosowany w taryfikacji mierzy poziom zréznicowania sktadek
w planach taryfowych. Im wyzsza jego wartos¢, tym bardziej sktadki sg zroznicowane.
Preferowane sg plany taryfowe o wyzszej wartosci wspotczynnika Giniego.

Rozwigzanie:
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Zadanie 3.

Do modelu regresji Poissona (z linkiem kanonicznym), ktéry opisuje roczng liczbe szkod
dla polis w pewnym portfelu ubezpieczen, aktuariusz dodal nowa ciagla zmienng Z
przyjmujacg wartosci od 1 do 100. Nowy model (regresji Poissona) uwzgledniajacy Z
oszacowal, traktujac wartosci dopasowane wyjsciowego modelu jako zmienng offsetowa.
Otrzymat nastepujace parametry:

Estimate
(Intercept) 1.25
z -0.02

Wartosci dopasowane wyjsciowego modelu oraz wartosci zmiennej Z dla trzech polis sg
nastepujace:

Warto$¢
dopasowana (model Warto$¢
Polisa bez zmiennej Z) zmiennej Z
1 0.013 45
2 0.019 92
3 0.025 35

a) (3p.) Oblicz skorygowane prawdopodobienstwo wystapienia CO najmniej jednej
szkody dla kazdej z trzech powyzszych polis.

b) (2p.) Zidentyfikuj i krotko opisz sytuacje, w ktorej uzycie offsetu jest lepsze niz
(ponowne) dopasowanie wszystkich zmiennych.

Odpowiedzi:

Polisa 1: 4 = 0.013 - exp(1.25 — 0.02 - 45) = 0,018447878
P(K=1)=1-P(K =1) = 0,018278758

Polisa 2: 4 = 0.019 - exp(1.25 — 0.02 - 92) = 0,010532218
P(K=1)=1-P(K=1)=0,010476949

Polisa 3: 4 = 0.025 - exp(1.25 — 0.02 - 35) = 0,043331325
P(K=1)=1-P(K =1) = 0,042405938

— Jezeli wprowadzajac dodatkowe zmienne nie chcemy zmieniac juz istniejacych ze
wzgledu na pewne ograniczenia, jak np. systemu informatycznego, itp.

— W celu zrewidowania lub udoskonalenia istniejacego planu taryfowego (cennika).
Jest on traktowany jako offset, a szacunkowe wspotczynniki regresji okreslaja
korekty potrzebne do jego poprawy.

— W celu ograniczania niektorych czynnikow ratingowych do przyjecia wczesniej
okreslonych wartos$ci przy przechodzeniu z cennika technicznego na cennik
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komercyjny. Takie ograniczenia sa cz¢sto motywowane konkurencja oraz
wzgledami prawnymi lub marketingowymi.
— Inne przyklady w zalecanej literaturze.

Rozwigzanie:
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Zadanie 4.

a)

(2p.) Krétko omoéw model regresji Tweedie’ego.

b) (1p.) Jakijest gldéwny problem z wykorzystaniem uogdlnionego modelu liniowego

ze zmienng zalezng o rozktadzie zlozonym Poissona (rozktadzie Tweedie z
indeksem 1 < p < 2) w taryfikacji? W jaki sposob mozna go rozwigzac?
(2p.) W pewnym portfelu ubezpieczen przeprowadzono taryfikacje
jednomodelowa. W tym celu sktadke czystg Y (pure premium) modelowano z
wykorzystaniem regresji Tweedie’ego z linkiem logarytmicznym. Uwzgl¢dniono
dwie nast¢pujace zmienne objasniajace:
— wiek.kier - wiek kierowcy. Zmienna jakoSciowa przyjmujaca nastgpujace
kategorie: W1, W2, W3, W4, W5 i W6.
— mar.sam — marka samochodu. Zmienna jako$ciowa przyjmujaca
nastepujace kategorie: A, B, C, D i E.
Uzyskano nastepujace wyniki:

Estimate Std. Error t value Pr(>t|)

(Intercept) 457722 0.11597 39.469 < 2e-16 ***
wiek.kierw2  0.10033 0.15574 0.644 0.519450
wiek.kierw3  0.40314 0.17412 2.315 0.020601 *
wiek.kierw4  0.32675 0.15043 2.172 0.029856 *
wiek.kierW5  0.54284 0.15000 3.619 0.000296 ***
wiek.kierwW6  0.84644 0.16220 5.219 1.81e-07 ***
mar.samB ? 0.41871 -0.205 0.837761
mar.samC 1.43077 0.19046 7.512 5.89e-14 ***
mar.samD 0.46529 0.20745 2.243 0.024907 *
mar.samk 0.03656 0.13064 0.280 0.779561

Signif. codes: 0 “***’0.001 “*** 0.01 “** 0.05 > 0.1 *’ 1
Estimated dispersion parameter: 101.06

Estimated index parameter: 1.57

Residual deviance: 3626617 on 59990 degrees of freedom
AIC: 67379

Wykorzystujac ten model, wyznaczy najwyzsza (Ypqy) i najnizsza (¥,,;,) sktadke
czysta.

Odpowiedzi

Odp. a)

Regresja Tweedie’ego to uogolniony model liniowy (GLM), w ktérym zmienna
objasniana ma rozktad Tweedie’ego, czyli rozktad nalezacy do rodziny wyktadniczej, dla
ktorego funkcja wariancji ma posta¢: 9(u) = uP. Regresja, w ktorej zmienna objasnia
ma rozktad Tweedie’ego z indeksem 1 < p < 2 jest wykorzystywana w taryfikacji
jednomodelowej.

10
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Odp. b)

Wykorzystujac taki model w taryfikacji, musimy przyjac, ze czynniki ryzyka oddziatuja
w ten sam sposob zaréwno na srednig liczbe szkod, jak i wysokos¢ pojedynczej szkody.
W praktyce nie zawsze mamy do czynienia z taka sytuacja. Przyktadem moga tu by¢
ubezpieczenia komunikacyjne, w ktorych geograficzne czynniki ryzyka nie rzadko moga
oddziatywac na liczg i wysokos¢ szkod w przeciwnym kierunku. Rozwigzaniem moze by¢
zastosowanie podwojnego GLM.

(Szczegoly w zalecanej literaturze.)

Parametr przy zmiennej mar.samB: 0.41871 - (—0.205) = —0,085836

Yqx = 948,0715746
Yimin = 89,24491551

Rozwigzanie:

11
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Zadanie 5.

a) (1p.) Zdefiniuj model autoregresyjny pierwszego rzedu (tj. AR(1))

b) (1p.) Wskaz co najmniej dwa sposoby pozwalajgce stwierdzi¢, ze model AR(1) moze
by¢ odpowiednim kandydatem do modelowania danego Szeregu czasowego.

€) (1p.) Przedstaw sposdb wyznaczania prognozy przedziatlowej na okres T + h,h =
1,2,... na podstawie modelu AR(1l), T — dtlugo$¢ szeregu czasowego (liczba

obserwacji).

d) (2p.) Dla pewnego szeregu czasowego liczacego 120 obserwacji (T = 120)
oszacowano nastepujacy model:

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean

Coefficients:

arl mean
0.7538 0.0495
s.e. 0.0594 0.1467

sigma”*2 estimated as 0.1672: log likelihood=-62.38
AlIC=130.76 AICc=130.96 BIC=139.12

Wartosci szeregu dla 3 ostatnich okresow sg rowne:

t

118

119

120

Vi

0.363

0.434

0.328

Wykorzystujac ten model, wyznacz prognoze przedziatowa na poziomie ufnosci 0.95

na 122 okres.

Model autoregresyjny pierwszego rzedu AR(1) jest definiowany w nastgpujacy sposob:

Ve =PBo + B1yi-1 + &
gdzie: {;} jest procesem bialego szumu, takim ze Cov (e, k,y,) = 0dlak > 0, a B,,

f1 sa nieznanymi parametrami.

Parametr f, moze by¢ dowolng stala, natomiast [; moze przyjmowaé wartosci z

przedziatu od -1 do 1.

Na przyktad:

— Diagram korelacyjny przedstawiajacy punkty (y;, y:—1). Powinny si¢ uktadaé

wzdhuz linii proste;j,

Odpowiedzi:

t=23,..,T,

— Funkcja autokorelacji. Powinna znika¢ wykladniczo.

— Funkcja autokorelacji czastkowej. Powinna by¢ r6ézna od zera dla k = 1.

12
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Wykorzystujac model AR(1) prognoze przedziatowa z wyprzedzeniem h wyznaczana jest
nastepujaco:

~ 2(h-1
Prantt a -\/E-\/l + b2 4 -4 2D,

gdzie: yr,., - prognoza punktowa z wyprzedzeniem h; 1—a - poziom ufnoSci
(wiarygodnos$cig prognozy); b, — oszacowanie parametru fB;; s — odchylenie stadardowe

reszt; t, _a. ., —kwantyl rzedu 1 — % rozktadu t-Studenta o T — 3 stopniach swobody.
>
Odp. d)
5\7120_'_2 i tl—%'117 "V 01672 R 1 + 075382
>
0.2077477 £ 1.003619
Warto$¢  t. oos nalezalo  przyblizy¢ kwantylem rozkladu normalnego

1-7,‘ 117
standaryzowanego u, oos

2

1177 tj. wartoscig 1.96

Rozwigzanie:

13
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Zadanie 6.

Ponizej podano dane dotyczace wysoko$ci 225 roszczen (w tys. zt.) dla pewnego portfela
ubezpieczen:

X n;
0-10 100
10-20 40
20 - 40 30
40-70 28
70 -120 15
120 - 300 10

powyzej 300 2

a) (1p) Przedstaw sposob wyznaczania funkcji gestosci empirycznej W oparciu o
dane zgrupowane.

b) (1p) Na podstawie podanych danych wyznacz funkcj¢ gestosci empirycznej.

c) (1p) Przedstaw sposob estymacji rozktadow metoda najwigkszej wiarygodnosci
na podstawie danych zgrupowanych (podaj migdzy innymi posta¢ funkcji
wiarygodnosci).

d) (2p) Przyjcto, ze roszczenia w analizowanym portfelu podlegaja rozktadowi
wykladniczemu. Wykorzystujac podane dane wyznacz funkcje logarytmu
wiarygodnosci dla parametru tego rozktadu.

Odpowiedzi:

Funkcja gestosci empirycznej dla danych zgrupowanych mozna wyznaczy¢ poprzez
zr6zniczkowanie ogiwalnej. Formuta jest nastgpujaca:

n;
Odp. b)
(0.044444, 0<x<10
0.017778, 10<x<?20
0.006667, 20<x <40
Frps(x) = 4 0.004148, 40 < x < 70
0.001333, 70 < x <120
0.000247, 120 < x < 300
\ nieokreélona, x > 300
Odp. ¢)

14
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Funkcja wiarygodnosci:

1) = [ [(F(510) - F(g10))”

j=1

Logarytm funkcji wiarygodno$ci:
k

10) = ) m1n (F(q)|6) - F(¢-10))
gdzie n; oznacza liczbe obserwa{;jli w przedziale (¢j_1, ¢j].
ded) .........................................................................................................................
Dystrybuanta rozktadu wyktadniczego: o o
Fm:&, S =0

Stad

1(0) =1001n(1 — e71%9) + 401In(e~10% — ¢729¢) + 30In(e 2% —
e~*9) +281In(e *%% — ¢77%%) 4+ 15In(e 7% — ¢712%¢) + 10In(e 2% -
e—3009) +2 ln(e—3009)_

Rozwigzanie:
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Zadanie 7.

a) (1p.) W jakim celu stosuje si¢ techniki redukcji wariancji w metodzie Monte
Carlo?

b) (1p.) Wyznaczy btad estymatora w klasycznej metodzie Monte Carlo.

c) (3p.) Krotko opisz co najmniej dwie techniki redukcji wariancji.

Odpowiedzi:

Odp. a)

W metodzie Monte Carlo jestesmy zainteresowani minimalizacjg btedu standardowego
symulacji. Btad ten mozna zmniejszy¢ zwiekszajac liczbe przebiegow symulacji (iteracji)
lub stosujac techniki redukcji wariancji. Pierwszy sposob jest mato efektywny. Drugi
polega na redukcji odchylenia standardowego warto$ci zmiennej wynikowej. W tym celu
mozna postuzy¢ si¢ szeregiem metod, ktore modyfikuja sposob probkowania, tym samym
przyczyniajac si¢ do bardziej regularnego pokrycia rozktadu prawdopodobienstwa
analizowanego zjawiska. To z kolei skutkuje redukcjg btedu.

Odp. b)
Btad wynosi
s
b=—,
Vn
gdzie
s — odchylenie standardowe wartoSci zmiennej wynikowej otrzymanych W

poszczegolnych iteracjach,
n — liczba iteracji.

Odp. ¢)
Nalezato opisa¢ dwie techniki redukcji wariancji, np. sposrod nizej wymienionych:
— metode zmiennych antytetycznych,
— losowanie warstwowe,
— metodg $redniej wazonej,
— metode zmiennych kontrolnych.
Szczegoly w zalecanej literaturze.
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Zadanie 8.

a) (2p.) Krotko opisz metode estymacji jadrowej funkcji gestosci.
b) (1p.) Jaka rol¢ w estymacji jadrowej odgrywa stata wygtadzania?
c) (2p.) Danych jest pi¢¢ obserwacji: 82, 126, 161, 294 i 384. Oszacuj warto$¢
dystrybuanty F(150), wykorzystujac:
a. estymacj¢ empiryczng,
b. estymacj¢ jadrowa z jadrem jednostajnym o stalej wygtadzania 50.

Odpowiedzi:

Odp. a)

Estymacja jadrowa polega na oszacowaniu nieznanej funkcji gestosci dla zmiennej
losowej na podstawie skonczonej liczby obserwacji tej zmiennej. Wartosci funkcji
gestosci w kolejnych punktach sg wyznaczane jako wzgledna czesto$¢ obserwacji w
otoczeniu danego punktu. Otoczenie to hazwane jest pasmem estymacji (bandwidth). Do
oszacowania wzglednej czestosci wykorzystuje si¢ funkcje gestosci zwang funkcja jadra
(kernel). Estymator jadrowy pozwala wyznaczy¢ funkcje gestoSci bez konieczno$ci
uwzgledniania z gory przyjetego rozktadu.

Szczegoly w zalecanej literaturze.

Odp. b)
Stata wygtadzania wptywa na zakres pasma estymacji, a tym samym na wygtadzenie
oszacowanej funkcji gestosci.

Odp. ¢)
Estymacja empiryczna: F(150) = E =0.2
Estymacja jadrowa:

Jadro jednostajne o statej wygladzania 50:
0, x<y-—150

ey (x) = y—50<x<y+50

2-50’
0, x>y+50
Stad otrzymujemy:

1:(150)—02+74 02+39 0.2 = 0.426
S 100 7 100 T T

Rozwiazanie:
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Zadanie 9.

a) (2p.) Przedstaw konstrukcje testu zgodnosci chi-kwadrat (podaj m. in. uktad
hipotez, posta¢ statystyki testowej i1 jej rozktad, sposob ustalania warto$ci
krytycznej).

b) (2p.) Z rozktadu jednostajnego na przedziale (0, 1) wylosowano 1000 obserwacji.
Wyniki pogrupowano w 20 przedzialow o takiej samej dlugosci (tzn.
przedstawiono w postaci danych zgrupowanych, w ktéorych przedziaty
(ci—1,ci],i = 1,..,20 majg takg samg dlugos$¢). Nastepnie zsumowano kwadraty
liczby obserwacji z poszczegolnych klas i otrzymano wynik 51850 (tzn. Y22, n?
51850). W celu sprawdzenia zastosowanego generatora zastosowano test
zgodnosci chi-kwadrat. Wyznacza prawdopodobienstwo testowe (p-value) dla
tego testu.

c) (1p.) Z rozktadu jednostajnego na przedziale (0, 1) wylosowano 500 obserwacji i
podobnie jak w punkcie b) pogrupowano je w 20 przedziatow o takiej samej
dhugosci. Okazato sig, ze liczebnos¢ kazdego przedziatu jest dwa razy mniejsza
niz liczebno$¢ odpowiadajgcego mu przedziatu z punktu b) (tzn. n’; = 0.5n;,i =
1,...,20; n’;, n; — liczebnos$ci przedzialow odpowiednio z punktu c) i b), czyli
uzyskano taki sam rozktad empiryczny jak w b)). lle w tym przypadku wynosi
prawdopodobienstwo testowe (p-value) w tescie zgodnosci chi-kwadrat? Jaki stad
mozna wyciaggnaé wniosek odnosnie wykorzystania tego testu?

Odpowiedzi:

Test zgodnosci chi-kwadrat stuzy do weryfikacji hipotezy, ze rozktad badanej zmiennej
ma dystrybuante okreslonej postaci (przyjmuje okreslong postac).

Uktad hipotez:

Hy: F(x) = Fy(x) - populacja generalna ma rozktad okreslony dystrybuantg F(x),
Hy:F(x) # Fy(x).

Wylosowang z populacji probe o liczebnosci n porzadkujemy i tworzymy k roztacznych
klas. Przyjmujac, ze H,, jest prawdziwa (tzn., ze rozktad populacji generalnej opisany jest
dystrybuantg Fy(x)) obliczamy prawdopodobienstwa p; tego, Zze zmienna losowa
przyjmuje wartosci z j-tej klasy. Korzystajac z prawdopodobienstw p; obliczamy warto$¢
statystyki

'_npj)z

Ilb4?~~

gdzie n; jest liczebnoscig j-tej klasy.

Statystyka testowa ma asymptotyczny rozktad y? 0 k — q — 1 stopniach swobody, gdzie
g Oznacza liczbe parametrow, ktore zostaly oszacowane na podstawie rozkladu
empirycznego.

Zbior krytyczny: [ )(62(‘. (k-q—1) +00), gdzie przy zalozonym poziomie istotnosci a warto$¢

krytyczna Xczz;(k—q—l) spelnia warunek P(y? > )(é;(k_q_l)) =a
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Odp. b)
Wyznaczamy warto$¢ statystyki:
20 (n-—SO)Z 1 20 20
2 — J — 2 2
S50 LS e 100 w420
P Z = = an 00 ) my +20+50
J=1 j=1 j=1

1
= %(51850 —100-1000 + 50000) = 37

Stad prawdopodobienstwo testowe (p-value) wynosi (odczytane z zamieszczonych tablic
rozktadu chi-kwadrat dla 19 stopni swobody): 0.008

stad y? = 18.5.
Prawdopodobienstwo testowe wynosi (odczytane z zamieszczonych tablic rozktadu chi-
kwadrat dla 19 stopni swobody): 0.49

Nalezy by¢ ostroznym przy stosowaniu tego testu dla duzych n.

Rozwiazanie:
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Zadanie 10.

a)
b)

c)

(2p.) Kroétko opisz algorytm k-$rednich.

(1p.) Podaj co najmniej dwa przyktady z dziedziny ubezpieczen, gdzie mozna

uzy¢ metod grupowania (cluster analysis) i wskaz zwigzane z tym korzysci.
(2p.) W przypadku ponizszych wykresoOw najpierw zdecyduj, ile jest skupien w
kazdym przypadku. Na podstawie wybranego k naszkicuj (na zamieszczonych
wykresach) mozliwy wynik algorytmu k-$rednich. Dla ktérego wykresu algorytm
nie zapewnia sensownego wyniku?

Nazwij wilasciwosé, ktéorg powinny mieé¢ skupienia, aby algorytm dawat
sensowne wyniKi.
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Odpowiedzi:

Punkty danych najpierw losowo przypisujemy do jednego z k klastrow. Z Kkolei,
nastepujace kroki wykonujemy do momentu, gdy klastry przestang si¢ zmieniac:
— Obliczmy srodki Klastrow. Sg to srednie arytmetyczne wspotrzgdnych wszystkich
punktow z danego klastra (sa tez inne techniki).
— Przypisujemy punkty danych do klastra, ktérego srodek ma najmniejsza odlegtosc.

Szczegoly w zalecanej literaturze.

— Metody grupowania mozna zastosowaé¢ do segmentacji ubezpieczajacych.
Segmentacje mozna nastepnie wykorzysta¢ w taryfikacji.

— W identyfikacji i analizie podejrzanych/kwestionowanych  roszczen
ubezpieczeniowych.

Mozliwy wynik algorytmu k-§rednich przedstawiono na powyzszych rysunkach.
Oczywiscie metoda ta nie daje sensownego wyniku w przypadku C. Aby metoda k-
srednich dawata sensowne wyniki, poszczegolne klastry powinny by¢é w przyblizeniu
okragte (lub sferyczne w wyzszych wymiarach). Ta wlasciwos¢ jest naruszona w trzecim
przypadku (C).
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