Komisja Egzaminacyjna dla Aktuariuszy
LXXXV Egzamin dla Aktuariuszy

Sesja egzaminacyjna w dniu 9 czerwca 2022 r.

Modelowanie

Imi¢ i nazwisko osoby e2zaminowanej: ...............cccocoeiiiiiiii s

Czas trwania egzaminu: 120 minut



Modelowanie 09.06.2022 r.

Uwagi

a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesigtnym (znakiem dziesigtnym) jest
kropka ,, .”.

b) Wartosci xa,, rozktadu chi-kwadrat spetniajace warunek P(x? = xa.,) = «

v 0.995 0.99| 0.975 0.95 0.9 0.1 0.05| 0.025 0.01| 0.005
1 0.000f 0.000f 0.001| 0.004| 0.016| 2.706| 3.841| 5.024| 6.635| 7.879
2 0.010| 0.020f 0.051| 0.103| 0.211| 4.605| 5.991| 7.378| 9.210| 10.597
3 0.072| 0.115| 0.216| 0.352| 0.584| 6.251| 7.815| 9.348| 11.345| 12.838
4 0.207| 0.297| 0.484| 0.711| 1.064| 7.779| 9.488| 11.143| 13.277| 14.860
5 0412 0554| 0.831| 1.145| 1.610| 9.236| 11.070| 12.833| 15.086| 16.750
6 0.676| 0.872| 1237| 1.635| 2.204| 10.645| 12592 | 14.449| 16.812| 18.548
7 0.989| 1.239| 1.690| 2167| 2.833| 12.017| 14.067| 16.013| 18.475| 20.278
8 1.344| 1.646| 2.180| 2.733| 3.490| 13.362| 15.507| 17.535| 20.090| 21.955
9 1.735| 2.088| 2.700| 3.325| 4.168| 14.684| 16.919| 19.023| 21.666| 23.589
10 2.156| 2.558| 3.247| 3.940| 4.865| 15.987| 18.307| 20.483| 23.209| 25.188
11 2.603| 3.053| 3.816| 4.575| 5.578| 17.275| 19.675| 21.920| 24.725| 26.757
12 3.074| 3571| 4.404| 5.226| 6.304| 18.549| 21.026| 23.337| 26.217| 28.300
13 3565| 4.107| 5.009| 5.892| 7.042| 19.812| 22.362| 24.736| 27.688| 29.819
14 4.075| 4.660| 5629| 6.571| 7.790| 21.064| 23.685| 26.119| 29.141| 31.319
15 4.601| 5229| 6.262| 7.261| 8.547| 22.307| 24.996| 27.488| 30.578| 32.801
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c) Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
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Zadanie 1.

Wysokos$¢ pojedynczego roszczenia Y; w pewnym portfelu ubezpieczen AC modelowano
z uwzglednieniem dwdch zmiennych objasniajacych:

— CarAge - wiek samochodu (w latach)

— Brand — marka samochodu. Zmienna jako$ciowa przyjmujgca nastgpujace kategorie:

A, B,C,D,E FiG.

Oszacowano uogodlniony model liniowy, w ktérym uwzgledniono powyzsze zmienne
objasniajgce 1 zalozono rozklad gamma dla Y;. Przyjeto kanoniczng funkcje taczaca.
Uzyskano nastepujace wyniki:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t))
(Intercept) 7.460e-04 1.439e-05 51.825 < 2e-16 ***
CarAge 6.804e-06 1.498e-06 4.543 5.59e-06 ***
BrandB -5.203e-06 3.562e-05 -0.146 0.88388
BrandC 8.323e-06 3.666e-05 0.227 0.82037
BrandD 8.680e-05 5.756e-05 1.508 0.13152
BrandE -5.828e-06 4.490e-05 -0.130 0.89673
BrandF 4.322e-06 2.462e-05 0.176 0.86067
BrandG 7.993e-05 7.099e-05 1.126 0.26025
CarAge:BrandB 2.049e-07 4.099e-06 0.050 0.96013
CarAge:BrandC 1.148e-06 4.173e-06 0.275 0.78323
CarAge:BrandD -5.024e-06 6.650e-06 -0.755 0.44999
CarAge:BrandE -4.010e-06 4.372e-06 -0.917 0.35905
CarAge:BrandF -1.147e-05 4.318e-06 -2.656 0.00791 **
CarAge:BrandG -1.021e-05 7.537e-06 -1.355 0.17549

Signif. codes: 0 “***°0.001 “***0.01 “**0.05°.” 0.1 “" 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.7826157)

Null deviance: 11904 on 15866 degrees of freedom
Residual deviance: 11861 on 15853 degrees of freedom
AIC: 257036

a) (1p.) Podaj definicj¢ kanonicznej funkcji taczacej (linku kanonicznego)?

b) (2p.) Jaka posta¢ ma kanoniczna funkcja lgczaca w uogoélnionym modelu
liniowym, w ktorym zmienna objasniana ma rozklad gamma.
Funkcja gesto$ci 1 warto$¢ oczekiwana dla rozkladu gamma sa odpowiednio
rowne: f(x) = %x“"lexp(—ﬁx), x>0, u= %

c) (1p.) Podaj posta¢ wiersza w macierzy obserwacji (design matrix, model matrix,
regressor matrix), ktory odpowiada 10-letniemu samochodowi marki F (wektora
obserwacji dla tego samochodu).

d) (1p.) Wykorzystujagc oszacowany model, wyznacz wariancje wysokosci
pojedynczej szkody dla tego samochodu (10-letni samochod marki F).
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Odpowiedzi

Funkcje g(-) nazywamy linkiem kanonicznym (kanoniczng funkcjg wigzaca), gdy 6; =
g(u;), gdzie 6; oznacza parametr kanoniczny rozktadu zmiennej losowej Y; (nalezacego
do wyktadniczej rodziny rozktadow), natomiast u; = E(Y;).

Odp. b)
Przyjmijmy nastgpujaca parametryzacj¢ wyktadniczej rodziny rozktadow:

i6i — b(6;
FO008) = exp (222 4 ),

gdzie: 6; - parametr kanoniczny, ¢ - parametr dyspersji.

Wiadomo, ze u; = b'(6;), czyli 6; = b’_l(,ul-). Dla rozktadu gamma b(6;) = —In(-6,),
skad otrzymujemy link kanoniczny postaci g(¢;) = — Hl

Odp. ¢)
x;,=[110000010000 0 10 0]
Odp. d)
Var(Y;) = 1580594,11
Rozwiazanie:

x;BT = 0,00070366, stad u; = 1421.1369
Var(Y;) = ¢ - ;2 = 0.7826157 - 1421.1369% = 1580594,11
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Zadanie 2.

Dla pewnego portfela ubezpieczen badano zalezno$¢ rocznej liczby szkod (zmienna K;)
od wieku ubezpieczonego wyrazonego w latach (zmienna ilosciowa wiek) oraz od tego,
czy szkoda wystapita w poprzednim roku (zmienna jakosciowa Szkoda.poprzedni.rok,
przyjmujgca dwie warto$ci: ,,TAK”- gdy szkoda wystgpita oraz ,,NIE”- gdy szkoda nie
wystgpita. Oszacowano dwa modele regresji Poissona z kanonicznymi funkcjami
taczacymi (linkami kanonicznymi). W obydwu modelach jako zmienng offsetowsg
uwzgledniono czas ekspozycji (w latach) na skali kanonicznej. Uzyskano nast¢pujgce
wyniki:

Model M1:
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.410969 0.093913 -15.024 < 2e-16 ***
wiek -0.009919 0.002089 -4.749 2.04e-06 ***
szkoda.poprzedni.rok TAK 0.088382 0.044637 1.980 0.0477 *

Signif. codes: 0 “***’(0.001 “*** 0.01 “*> 0.05.>0.1 “’ 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Null deviance: 9881.4 on 24455 degrees of freedom

Residual deviance: 9856.0 on 24453 degrees of freedom
AIC: 13740

Model M2 (zmienna wiek. kw = wiek?):
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>z|)
(Intercept) -0.2613798  0.2844895 -0.919 0.3582
wiek -0.0633078  0.0126683 -4.997 5.81e-07 ***
wiek.kw 0.0005816 0.0001354 4.294 1.75e-05 ***
szkoda.poprzedni.rok TAK 0.0944986 0.0446955 2.114 0.0345 *

Signif. codes: 0 “***’0.001 “*** 0.01 “*> 0.05 > 0.1 “’ 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 9881.4 on 24455 degrees of freedom
Residual deviance: 9839.1 on 24452 degrees of freedom
AIC: 13725

Na ponizszym rysunku (Rys. 2.1) przedstawiono zalezno$¢ sredniej rocznej liczby szkod
od wieku i1 wystgpienia szkody w poprzednim roku, otrzymang na podstawie danych
rzeczywistych i oszacowanych modeli M1 i M2. Wystgpienie lub niewystgpienie szkody
rozrdzniono kolorem.
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Rysunek 2.1
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a) (2p.) Opisz sktadowe wykresu przedstawionego na rysunku 2.1, w szczegdlnosci
krzywe A, B, C, D1 punkty ,,luzno rozrzucone”. Ktory kolor oznacza wystapienie,
a ktory niewystgpienie szkody w poprzednim roku? Odpowiedzi odpowiednio
uzasadnij!

b) (1p.) Wskaz, ktory z tych dwoch modeli jest lepszy. Wybodr uzasadnij w oparciu
o przedstawione wyniki oszacowan modeli 1 wykres przedstawiony na rysunku
2.1.

c) (2p.) Do zbioru uczacego wykorzystanego do oszacowania obydwu modeli nalezy
30-sto letni ubezpieczony z szesciomiesieczng ekspozycja na ryzyko (ekspozycja
=0.5), w czasie ktorej zglosit jedng szkode. W jego przypadku nie zanotowano
szkody w poprzednim roku. Dla obydwu modeli wyznacz reszte¢ Pearsona
odpowiadajacg tej obserwacji.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Kolorem czerwonym oznaczono $rednig roczng liczbe szkod dla kierowcow, w przypadku
ktorych zanotowano szkod¢ w poprzednim roku. Wskazuje na to dodatnia warto$¢
parametru przy zmiennej szkoda.poprzedni.rokTAK. Opis krzywych:

— A B - $rednia roczna liczba szkdd oszacowana na podstawie modelu M2,

— CiD - srednia roczna liczba szkdd oszacowana na podstawie modelu M1.
Punkty ,Jluzno rozrzucone” oznaczaja rzeczywista S$rednig roczng liczbe szkod
wyznaczong na podstawie zbioru uczacego.
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Odp. b)

Nalezato wybra¢ model M2. Na taki wybor wskazuje mniejsza wartos¢ kryterium AIC dla
tego modelu (przy statystycznie istotnych wszystkich parametrach obydwu modeli) oraz
zalezno$¢ w ksztalcie litery ,,U” $redniej rocznej liczby szkod wyznaczonej na podstawie
zbioru uczacego 0od wieku (punkty ,,luzno rozrzucone”).

Odp. ¢)
Model M1

rf = 3,021976876
Model M2

rf = 2,894564838
Rozwigzanie:
Reszta Pearsona dla rozktadu Poissona:

rip _ Vi —Alli
K

Model M1
A p _ 1-0,090565115 _
f; = 0,090565115, stad r;” = o0905eE s 3,021976876
Model M2
f; = 0,097264522, stad rP = X722 _ 5 894564838

v0,097264522
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Zadanie 3.

a)

b)

Reszty

d)

(2p.) Wymien cztery wiasno$ci, ktore powinny speitnia¢ reszty w liniowym
modelu regresji.

(1p.) Na ponizszym rysunku (Rys. 3.1) przedstawiono wykresy reszty vs wartosci
dopasowane (Residuals vs Fitted) dla trzech oszacowanych modeli A, B i C.

Co na podstawie tych wykresow mozna powiedzie¢ na temat reszt modeli A, B i
C w konteks$cie wtasno$ci omoéwionych w podpunkcie a)?

Rysunek 3.1
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(1p.) Zdefiniuj obserwacje wptywowa (influential observation) i krotko oméw w
jaki sposdb mozna ja zidentyfikowac.
(1p.) Na wykresach zamieszczonych na ponizszym rysunku (Rys. 3.2) linie ciagle
przedstawiaja proste regresji wyznaczone bez uwzglednienia wyrdznionych
punktow (tj. na lewym wykresie bez punktu A, a na prawym bez punktu B) a
przerywane z ich uwzglednieniem. Czy obydwa punkty mozna uznaé¢ za
wplywowe? Odpowiedz uzasadnij.

Rysunek 3.2
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Odpowiedzi:

Reszty poprawnie oszacowanego modelu liniowego (m.in.):
— powinny mie¢ $rednig rowna zero,
— powinny mie¢ rozktad normalny,
— powinny by¢ jednorodne,
— nie powinny zaleze¢ funkcyjnie od wartosci,
— powinny by¢ niezalezne,
— nie powinny by¢ skorelowane ze zmiennymi niezaleznymi,

Odp. b)

Wykresy reszty vs warto$ci dopasowane wskazuja, ze
— reszty modelu A spetniajg warunki poprawnie oszacowanego model liniowego,
— reszty modelu B nie sg jednorodne,
— reszty modelu C zaleza funkcyjnie od wartosci dopasowanych.

Odp. ¢)

Obserwacja wptywowa to taka, ktérej usuniecie ze zbioru danych spowodowatoby duza
zmian¢ dopasowania (warto$ci oszacowanych parametréw). Obserwacja taka moze, ale
nie musi, by¢ warto$cig odstajaca i moze, ale nie musi, mie¢ duza dzwigni¢, ale bedzie
miata co najmniej jedng z tych dwoch wilasciwosci. W celu jej identyfikacji mozna
wykorzysta¢ miar¢ Cooka.

Odp. d)

Za wptywowy mozna uznac tylko punkt A. Usunigcie go ze zbioru danych powoduje
znaczg popraw¢ dopasowania modelu.

Rozwiazanie:

10
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Zadanie 4.

Wystapienie oszustwa w zglaszanych roszczeniach modelowano z wykorzystaniem
uogo6lnionego modelu liniowego. Dla wartosci progowej (punktu odcigcia) réwnej 0.25
otrzymano nast¢pujaca macierz trafnosci prognoz (Tab. 4.1):

d)

Tabela 4.1

Faktyczne
Prognozy N p

(yvi=0) (yvi=1)
1200 160

N
i =0
P
=1

60 80

(1p.) Wskaz jakie funkcje taczace (linki) mogag by¢ wykorzystywane w
uogodlnionych modelach liniowych z binarng zmienng objasniang. Krotko wyjasnij
dlaczego takie funkcje sa wtasciwe i podaj co najmniej trzy przyktady.
(1p.) Oblicz specyficznos¢ (specificity) i czulos¢ (sensitivity), wykorzystujac
podane w tresci zadania dane.
(2p.) Narysuj krzywag ROC dla wartosci progowej 0.25. Opisz osie oraz zaznacz i
podaj wspotrzedne punktow, ktore odpowiadaja wartosciom progowym 0.25 oraz
0i 1. Dodatkowo narysuj krzywe ROC dla

i. modelu nie posiadajacego zadnych zdolnosci predykcyjnych;

ii. hipotetycznego ,,idealnego” modelu.
(1p.) Czy w tego typu modelach wysoko$¢ szkod moze mie¢ wptyw na wybor
wartos$ci progowej (punktu odcigcia)? Odpowiedz krotko uzasadnij.

Odpowiedzi

Za pomocg uogodlnionych modelach liniowych z binarng zmienng objasniang modelujemy
prawdopodobienstwo, ze zmienna ta przyjmuje warto$¢ jeden. Z Kolei, predyktor liniowy
moze przyjmowac¢ dowolne warto$ci rzeczywiste. W zwiazku z tym linkiem powinna by¢
funkcja okreslona na przedziale [0,1] i przyjmujaca wartosci ze zbioru liczb
rzeczywistych. Moze to by¢ np. logit, probit lub odwrotna dystrybuanty innego rozktadu
okreslonego na zbiorze liczb rzeczywistych.

S fi o= 2200 _ 0,9524
pecyficznos¢ = -2 =0,

Czuto$¢ = 80 = 0,3333
zuosc-240— ,

11
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Odp. ¢)
Krzywe ROC:
— niebieska dla warto$ci progowej 0.25
— czerwona przerywana dla modelu nie posiadajgcego zadnych zdolnosci
predykcyjnych
— czerwona ciagla dla hipotetycznego ,,idealnego” modelu.

Czutosc¢

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
1-Specyficznosc

Wysokos$¢ szkod moze mie¢ wpltyw na wybor warto$ci progowej. Z wartoscia progowa
zwigzana jest liczba kontroli przypadkow, dla ktérych prognozowana jest mozliwos¢
oszustwa. O liczbie takich kontroli moze decydowac poréwnanie ich kosztow z kosztami
nieslusznie wyptaconych odszkodowan. Np. w przypadku bardzo wysokich mozliwych
odszkodowan, koszty czestych kontroli moga okaza¢ si¢ nisze od niestusznie
wyptaconych odszkodowan.

Rozwigzanie:

12
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Zadanie 5.

Na podstawie tygodniowych logarytmicznych stop zwrotu r; dla spéotki Allianz z okresu
od 21-11-2003 do 06-05-2022 (liczba obserwacji T=964) oszacowano dwa modele M1 i
M2:
— Model M1: ARMA(0,0)-GARCH(1,1) z rozktadem normalnym dla innowacji.
— Model M2: ARMA(0,0)-GARCH(1,1) ze skosnym rozktadem t-Studenta dla
innowacji.
Uzyskano nastepujace wyniki:

Model M1
Optimal Parameters
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
mu  0.002223 0.001004 2.2135 0.026864
omega 0.000096 0.000024 3.9939 0.000065
alphal 0.200018 0.036350 5.5026 0.000000
betal 0.753919 0.036541 20.6324 0.000000

LogLikelihood : 1841.932

Information Criteria
Akaike -3.8131
Bayes -3.7929
Shibata -3.8132
Hannan-Quinn -3.8054

Rysunek 5.1
norm - OO0 Plot © Empirical/Bensityof Standardized Residuals
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%] © ]
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e d | o
?; N //’4' g o
IS &> o N |
g 5 4 o ©
(%2} —
o
©
: o |
S e T T T T
2 1 0 1 2 3 6 4 2 0 2
Theoretical Quantiles zseries

Warto$ci rzeczywiste i 0szacowane warunkowe wariancje 62 dla 3 ostatnich tygodni:

t 962 963 964
Ty 0.0004563085 | -0.0137806499 | -0.0556359297
6t 0.0013652479 | 0.0011259237 | 0.0009960976
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Model M2
Optimal Parameters
Estimate Std. Error t value Pr(>t|)

mu 0.001836 0.000983 1.8671 0.061890
omega 0.000059 0.000021 2.8474 0.004407
alphal 0.127545 0.030192 4.2245 0.000024
betal 0.835771 0.032503 25.7138 0.000000
skew 0.880624  0.040562 21.7108 0.000000
shape 5.799026 1.020120 5.6847 0.000000

LogLikelihood : 1886.593

Information Criteria
Akaike  -3.9016
Bayes -3.8713
Shibata  -3.9017
Hannan-Quinn -3.8901

Rysunek 5.2
sstd - OO0 Plot © Empiriocal Densitycof:Standardized Residuals
° oS | © normal Density
N sstd (0,1) Fitted Densit
n
%] O ]
g o 4 <
g 3 1
o~ g o |
9 A g o
a 4 o
IS < _ /, o N \
© /00 (=}
@ o
o
€ /
o _| B
T T T T T e T T T T
4 2 0 2 4 6 4 2 0 2
Theoretical Quantiles zseries

Warto$ci rzeczywiste i oszacowane warunkowe wariancje 67 dla 3 ostatnich tygodni:

t 962 963 964
T 0.0004563085 | -0.0137806499 | -0.0556359297
672 0.001531988 0.001339137 0.001208819

a) (2p.) Krotko opisz klasg modeli GARCH(p, Q).

b) (2p.) Wskaz, ktory z modeli M1 i M2 jest lepszy. Wybor uzasadnij, powotujac si¢
na podane wyniki ich oszacowan, w tym na wykresy zamieszczone na rysunkach
51i5.2.

c) (1p.) Wykorzystujac wskazany model wyznacz prognozy warunkowej wariancji
na okresy: T+ 1, T + 2.

14
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Odpowiedzi:

Modele klasy GARCH wykorzystuje si¢ do analizy szeregdw czasowych. Stosuje si¢ je
gtownie w analizie 1 prognozowaniu zmiennosci cen instrumentéw finansowych. Za ich
pomocg mozna opisa¢ typowe wiasnosci finansowych szeregéw czasowych.

Nalezato wybra¢ model M2. Wskazuja na to mniejsze wartosci kryterioéw informacyjnych,
jak rowniez lepsze dopasowanie skosnego rozktadu t-Studenta dla innowacji.

62 = 0.001490078

62, = 0.001493918

Rozwigzanie:
Model ARMA(0,0)-GARCHY(1,1) ma postac:
Te=U+ &
gt = Z:0¢

2 _ 2 2
of =W+ a&1 + f10{_4

Zatem wykorzystujac model M2, otrzymujemy:
€964 = —0.0556359297 — 0.001836 = —0.05747166

6Z.c = 0.000059 + 0.127545 - —0.057471662 + 0.835771 - 0.001208819
= 0.001490078

6%, = 0.001493918

15



Modelowanie 09.06.2022 r.

Zadanie 6.
a) (3p) Dane zgrupowano w nastepujacy sposob:
Xi n;
(co, €] nq
(c1, ¢l n,
(Ck-1, Ckl Nk
(Ckl 00) O

gdzie ¢, = 0. Przedstaw sposob wyznaczania dystrybuanty empirycznej dla
danych zgrupowanych. Co to jest krzywa ogiwalna (ogive)? Jak si¢ ja wyznacza?

b) (2p) Dane dotyczace wysokosci 100 roszczen (w tys. zi) przedstawiono w

nastgpujacy sposob:
X; n;
(0, 1] 16
(1, 3] 22
(3, 5] 25
(5, 10] 18
(10, 25] 9
(25, 50] 6
(50, 100] 4
(100, ) 0
Wykorzystujac krzywa ogiwalng wyznaczy¢ kwartyl 1 (Q,) oraz decyl 9 (kwantyl
rzgdu 0.90).
Odpowiedzi:
Odp. a)

Strategia wyznaczania dystrybuanty dla danych zgrupowanych polega na obliczeniu dla
koncoéw przedziatdéw nastgpujacych jej wartosci F, (cj) = %Zleni (gdzie n = Z?=1 n;),
a nastgpnie potgczeniu tych wartosci w ,,rozsadny” sposob. Jezeli potaczymy punkty
(¢, By (Cj)) odcinakami otrzymujemy dystrybuante empiryczng nazywang krzywa
ogiwalng. Woéwczas:

q0.25 = Ql = 18181

Qo0 = 25

16
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Rozwiazanie:

Krzywa ogiwalna

095 //——0’—'
09

0,85
0,3
0,75
0,7
0,65
06
0,55
05
0,45
04
0,35
03
0,25
0,2
0,15
01
0,05

Kwartyl pierwszy:

0.38—-0.16 0.25-0.16

3—1  gooo—1
Go2s = @1 = 1.8181

do.o0 = 25
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Zadanie 7.

a)

b)

(2p.) Omoéw  metod¢ symulacyjng wyznaczania rozkladu 1gcznych
(zagregowanych) szkod w modelu ryzyka kolektywnego. Podaj sposob
postepowania (algorytm).

(3p.) Wyznacz realizacj¢ z rozktadu tacznych (zagregowanych) szk6d w modelu
ryzyka kolektywnego przy zalozeniu, ze liczba szkdéd ma rozktad Poissona z
parametrem A = 2 a wysoko$¢ pojedynczej szkody ma rozktad logarytmiczno-
normalnym z parametrami u = 1 i ¢ = 2. Wykorzystaj po kolei niezbedng liczbe
nastepujacych wartosci wylosowanych z rozktadu jednostajnego U0, 1]: 0.545,
0.773, 0.968, 0.739, 0.905, 0.960, 0.560

Odpowiedzi:

W modelu ryzyka kolektywnego taczne szkody sa modelowane za pomoca zmiennej
Z =YK | X;, gdzie: K — zmienna losowa opisujac roczng liczbe szkod, X; - zmienne
losowe o takim samym rozktadzie opisujace wysokosci pojedynczych szkod.
Algorytm:

1. Generujemy liczbe szkdd K, przy zatozeniu okreslonej postaci rozktadu
zmiennej K.

2. Generujemy wysokosci k szkdd: x4, ..., xi, przy zatozeniu okreslonej postaci
rozktadu zmiennej X;.

3. Wyznaczamy sume¢ z = x4 + --- + Xy, ktora jest jedng realizacjg zmiennej Z.

4. Powtarzamy kroki (1)-(3) zadang liczbg razy n.

5. Wyznaczamy dystrybuant¢ empiryczng F, (z) na podstawie pseudolosowej
proby zy, ..., Zy.

Odp. b)
z = 122,5800
Rozwigzanie:
ad. b)
1. Losujemy liczbe z rozktadu Poissona z parametrem A = 2. Korzystamy z metody

3.

odwracania dystrybuanty. Znajdujemy najmniejszg liczbe k (catkowitg
nieujemng), ktora spetnia nierowno$¢ Fg(k) = u, gdzie u jest wartoScig
wylosowang z rozktadu jednostajnego U[0,1]. W rozwazanym przypadku u =
0.545, Fk(0) =0.1353, Fx(1) =0.4060, Fg(2)=0.6767. Tak wiec
wylosowana liczba szkdd wynosi 2.

Losujemy dwie liczby z rozktadu logarytmiczno-normalnego z parametrami y =
110 = 2. Korzystamy z metody odwracania dystrybuanty.

Fy,(x) = u, czyli @~ *(w) = @ , stad Fy'(u) = exp(o @~ (u) + p)

Stad x; = 12.1524, x, = 110.4276.
Wyznaczamy realizacj¢ z = 12.1524 + 110.4276 = 122,5800.

18



Modelowanie 09.06.2022 r.

Zadanie 8.

Analizujgc zalezno$¢ miedzy zmienng objasniang Y i zmienng objasniajgcg X, W pierwszej
kolejnosci oszacowano liniowy model regresji y; = « + [fx; + ¢&;. Dla tego modelu:

e Wyniki testu Breuscha-Pagana sg nastepujace:
studentized Breusch-Pagan test
data: model.1
BP = 12.419, df = 1, p-value = 0.000425
e Wykres reszty vs warto$ci dopasowane (Residuals vs Fitted) przedstawia ponizszy

rysunek (Rys. 8.1):

Rysunek 8.1

Residuals vs Fitted

520

100
|

630

0
RS
] 037
& o o ©
o —
T T T
0 50 100
Fitted values
Im(Y ~ X)

Na potrzeby analizy skonstruowano takze przedstawiony na rysunku 8.2 wykres, w
ktorym na osi odcigtych sg podane warto$ci parametru A w transformacji Boxa-Coxa, a
na osi rzgdnych wartosci funkcji wiarygodnosci modelu, w ktérym zmienna objasniana X
zostata przeksztatcona przez ta transformacje (z parametrem 7).

Rysunek 8.2

log-Likelihood
-130 -110

-150

-170

a) (1p) W jakim celu przeprowadza si¢ transformacje zmiennej objasnianej?
b) (1p) Omow klasg transformacji Boxa-Coxa.
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c) (3p) Czy biorgc pod uwage informacje podane w tre$ci zadania, mozna twierdzié,
ze oszacowano adekwatny model? Jezeli nie, to wskaz postac lepszego modelu.
Odpowiedzi uzasadnij powolujac si¢ na podane wykresy i wyniki testu.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Transformacje zmiennej zaleznej przeprowadza si¢ m.in. w celu:
— sprowadzenia zalezno$ci nieliniowych do postaci liniowej (wowczas czeSto
transformuje si¢ rOwniez zmienne objasniajace),
— sprowadzenia jej rozktadu do rozktadu normalnego (zblizonego do normalnego),
— stabilizacji wariancji.

Odp. b)
Klase transformacji Boxa-Coxa okres$la si¢ nastepujaco:
A
yi —1
vi=4"71 " *F0 >0
In(y;)), A=0

Warunek y; > 0 nie jest zbytnio krepujacy, gdyz mozna wstepnie przesungé zakres
obserwowanych wielkosci w obszar wartos$ci dodatnich.

Odp. ¢)

Nie. Wskazuja na to wyniki testu jednorodnosci wariancji Breuscha-Pagana i
prawdopodobna funkcyjna zaleznos¢ reszt od wartosci dopasowanych (rys. 8.1).

Na podstawie wykresu przedstawionego na rys. 8.2, mozna przypuszczaé, ze otrzymamy
lepszy model dla przeksztalconej zmiennej objasnianej za pomocg transformacji Boxa-
Coxa z parametrem A bliskim zeru lub réwnym zeru (czyli dla In(y;)).

Rozwigzanie:
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Zadanie 9.

Dla pewnego portfela ubezpieczen modelowano mozliwos¢ przedtuzenia przez klienta
polisy na kolejny rok. W tym celu, na podstawie danych zawartych w tabeli kontyngencji
(Tab. 9.1), badano zalezno$¢ mi¢dzy zmienng jako$ciowa Y (przyjmujaca dwie kategorie:
Tak — klient przedtuzyt polis¢, Nie — klient nie przedtuzyt polisy) oraz zmienng
jakosciowa X okreslajaca stan cywilny (przyjmujaca trzy kategorie: M — w zwiazku
malzenskim, S — singiel i P — inny).

Tabela 9.1
X M S P
Y
Tak 60 25 15
Nie 230 45 25

a) (2p.) Krotko scharakteryzuj metody badania sity zaleznosci migdzy zmiennymi
jako$ciowymi mierzonymi na skali nominalnej. Jak mozna sprawdzi¢, czy
zwigzek migdzy takimi zmiennymi jest statystycznie istotny?

b) (2p.) Wykorzystujac odpowiedni test i dane z tab. 9.1, sprawdz czy miedzy
przedhuzeniem przez klienta umowy a jego stanem cywilnym wystepuje istotny
statystycznie zwigzek. Przyjmij poziom istotnosci rowny 0.05.

c) (1p.) Wykorzystujac dane z tab. 9.1 oblicz wspétczynnik korelacji V Cramera.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Badanie sity zaleznosci migdzy zmiennymi jakoSciowymi mierzonymi na skali
nominalnej bazuje na wartoéci statystyki y? wyznaczonej na podstawie tabeli
kontyngencji. W oparciu o tg warto$¢ skonstruowanych jest kilka miernikéw sity
zalezno$ci, np. wspotczynnik ¢ Yule'a, wspotczynnik kontyngencji C Pearsona,
wspoélczynnik zbieznosci T Czuprowa, Wspotczynnik V Cramera.
Istotno$¢ sprawdzana jest testem niezalezno$ci chi-kwadrat.

Whystepuje istotny statystycznie zwigzek migdzy przedtuzeniem przez klienta umowy a
stanem cywilnym.

Odp. ¢)
Wspotczynnik V Cramera jest rowny 0,1620.
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Rozwiazanie:

Ad. b)
Statystyka y? wyraza sic wzorem:

Y
i=1 j=1 Y
gdzie:
n;; — liczebno$ci zaobserwowane,
~ ng. n.j . , . . .,
fl;j = —— — liczebnosci teoretyczne (w tabeli na zottym tle),

ng,Mn.j— liczebnosci brzegowe,
n — liczba obserwaciji,
r, k — odpowiednio liczba wierszy i kolumn w tablicy kontyngencji.

Statystyka y? ma rozktad Chi-Kwadrat o (r — 1)(k — 1) stopniach swobody.

Obliczenia pomocnicze:

X
v M S P n;
725 175 10.0
Tak 1
a 60 25 15 00
. 2175 52.5 30.0
Nie \— 300
230 45 25
n; 200 70 40 400
42 = 10.4926

Warto$¢ krytyczna na poziomie istotnosci 0.05 wynosi 5.991. Czyli wystepuje istotny
statystycznie zwigzek miedzy przedluzeniem przez klienta umowy a jego stanem

cywilnym.

Ad. ¢)
Wspotezynnik V Cramera wyraza si¢ wzorem:

XZ
V= n-min(r—1, k—1)

Stad dla rozwazanego przyktadu V = 0,1620
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Zadanie 10.

Ubezpieczone samochody opisuje sze$¢ nastepujacych zmiennych ilo$ciowych:
vehicle.age (wiek samochodu), vehicle.value (wartos¢ samochodu), ccm (pojemno$é
silnika), length (dtugos$¢ samochodu), width (szeroko$¢ samochodu), height (wysokos¢
samochodu). Informacje o wspoétczynnikach korelacji migdzy nimi przedstawiono na
rysunku 10.1. W celu redukcji liczby tych zmiennych zestandaryzowano je i
przeprowadzono analize sktadowych gtownych. Uzyskano nastepujgce wyniki dla 5-ciu
warto$ci wlasnych macierzy korelacji: 1.8923127, 0.6867119, 0.6358262, 0.2488560,
0.2417949.

Rysunek 10.1
10 30 50 7O 2 3 4 5 & 14 18 22
| I N A T A | | 1 | 1 1 | | 1 1 |
vehicle age *e &k % % Kl * % X P e
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2 j D - 023 0.33
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o Bl o 50—,
T, o 0
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a) (2p.) Na czym polega analiza sktadowych gtéwnych (principal component
analysis)? Wskaz co najmniej trzy whasnosci sktadowych gléwnych.

b) (1p.) Na podstawie wynikow zaprezentowanych na Rys. 10.1 wypowiedz si¢ na
temat zasadnos$ci przeprowadzenie w analizowanym przypadku redukcji liczby
zmiennych za pomoca sktadowych glownych.

c) (2p.) Jaka czes¢ wyjsciowej wariancji reprezentujg trzy pierwsze skladowe
gtowne?

Odpowiedzi:
Odp. a)
Analiza sktadowych gléwnych jest technika eksploracji danych bez nadzoru. Polega na
ortogonalnej transformacji ukltadu badanych zmiennych X w zbiér nowych
nieobserwowanych i niekorelowanych zmiennych Y. Nowe zmienne sa liniowymi
kombinacjami zmiennych obserwowanych. Po uporzadkowaniu ich wedlug malejace;
wariancji, otrzymuje si¢ glowne sktadowe.
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Gtownych sktadowych mozna wyznaczy¢ tyle, ile bylo zmiennych pierwotnych. Jednak
zazwyczaj kilka pierwszych wystarcza do wyjasnienia wigkszos$ci wariancji uktadu
zmiennych.
Whasnosci sktadowych glownych (m.in.):

— s3 liniowa kombinacja obserwowanych zmiennych,

— sa ortogonalne wzgledem siebie,

— kolejne sktadowe wyjasniajg malejaca ilo$¢ tacznej wariancji zmiennych,

— suma wariancji sktadowych jest rowna sumie wariancji zmiennych pierwotnych.

Odp. b)

Redukcje liczby zmiennych przeprowadza si¢, gdy wszystkie lub kilka z nich jest ze soba
istotnie skorelowanych. W analizowanym przypadku mamy do czynienia z taka sytuacja,
wigc przeprowadzenie redukcji liczby zmiennych za pomocg sktadowych gltéwnych
mozna uzna¢ za zasadne.

Odp. ¢)

Trzy pierwsze sktadowe gtowne reprezentuja 81.22% wariancji.

Rozwigzanie:

Poniewaz mamy 6 zestandaryzowanych zmiennych, wiec faczna wariancja jest rowna 6.
Wariancja (warto$¢ wlasna) brakujacej sktadowej wynosi:

6 — (1.8923127 + 0.6867119 + 0.6358262 + 0.2488560 + 0.2417949) =
2.2944983

Jest ona najwigksza, wigc brakujaca sktadowa jest pierwsza sktadowa gldwna.

. , 2.2944983+1.8923127+ 0.6867119
Zatem trzy pierwsze sktadowe glowne thumaczg A 100% =

81.22% wariancji.
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