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Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych 4.10.2021r.

Zadanie 1.

Proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
Uy=u+X;+X,+-+X,, n=012..
ma przyrosty niezalezne o tym samym rozktadzie:
Pr(X; =1) =q,

Pr(X; = -1) =p,

Pr(X;=0)=1-p—q,

a jego parametry spetniajg zatozenia:

0<p<yq,

p+q<1,oraz

u=0.

Przy tych zalozeniach prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasu
dane jest wzorem:
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Zadanie 2.

Przyjmujemy zalozenia takie same jak w poprzednim zadaniu, a wig¢c iz proces
nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
U,=u+X;+X,+-+X,, n=012,..

ma przyrosty niezalezne o tym samym rozkladzie:

Pr(X; =1) =q,

Pr(X; = —-1) =p,

PriX;=0)=1-p—gq,

a jego parametry spetniajg zatozenia:

0<p<yq,

p+q<1,oraz

u=0.

Oznaczmy teraz przez N moment ruiny, a wiec:
N:=inf{n=123,.., U,<0}
Oznaczmy dalej przez N* $redni czas oczekiwania na ruing, pod warunkiem ze do ruiny
w ogoble dojdzie:
N*:=E(N|N < »)
N* dany jest wzorem:
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Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych 4.10.2021r.

Zadanie 3
Dla dowolnej zmiennej losowej X o warto$ci oczekiwanej u, wariancji ¢ <o oraz
momencie centralnym g,, rzedu 2k zachodza nierownosci (typu Czebyszewa):

Pr(X>,u+t-0)<%-u2k. k=12,..., t>0.
t

2k
(o3

Wiemy, ze zmienna losowa X ma rozktad Gamma okreslony na poétosi dodatniej

gestoscig:
4

10
fx) = ?x3exp(—10x)
Znajdz taka liczbe dodatnig t*, Ze: .
e dla <t §cislejsze ograniczenie na prawdopodobienstwo Pr(X >u+t- a)
otrzymujemy przyjmujac k=1,

e zasdla t>1t" $cislejsze ograniczenie otrzymujemy przyjmujac k =2.
Liczba t* wynosi:

(A) V3
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(E) 5
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Zadanie 4.
Kazde ryzyko z pewnej populacji ryzyk generuje szkody zgodnie z procesem Poissona
z parametrem intensywnosci A. Zré6znicowanie wartos$ci parametru A w populacji dane
jest gestoscia:

f(x) = x - exp(—x)
Niech T(t) oznacza chwile wystapienia pierwszej szkody po momencie ¢ dla losowo
wybranego z tej populacji ryzyka.
Wobec tego E{T(0)|T(0) > 1} wynosi:

(A) 5
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Zadanie 5.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki:

Ult)=u+ct— Sy()» gdzie:
e ct jest sumg sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
e  N(¢) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 1,

o § = Z Y. jest suma wartos$ci n pierwszych szkod
i=1

e wartosSci szkod V,7,,Y;,... sa1.1.d, niezalezne od procesu N(t)

Warto$¢ pojedynczej szkody ma rozktad jednostajny na odcinku (0, 10).
e za$ nadwyzka poczatkowa 1 parametr intensywnos$ci skladki, oraz parametr
intensywnosci procesu pojawiania si¢ szkéd wynosza:
e u=5 ¢c=25/4, 1=1.
Prawdopodobienstwo, ze do ruiny dojdzie w pierwszym z tych momentow czasu, kiedy
nadwyzka spadnie ponizej wartosci poczatkowej, wynosi:
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Zadanie 6.

Czas, jaki uptywa od zajscia kazdej szkody do jej likwidacji jest zmienng losowa o
rozktadzie wyktadniczym o warto$ci oczekiwanej jeden rok, niezaleznie od tego, kiedy
do zajscia szkody doszto.

Liczba szkod zasztych przed koncem roku 2020, 1 do tego momentu nie zlikwidowanych
wynosi 150. Oczekiwana liczba szkdd ktore zajda na odcinku czasu (2020,2020 + ¢t),
gdzie t € (0,1), wynosi:

E{N (2020 + t) — N(2020)} = 250t + 50t

Wobec tego oczekiwana liczba szkdd zasztych a nie zlikwidowanych na koniec roku
2021 wynosi:

(A) 250 + 100e™?
(B) 250 + 50e~"
(C) 250

(D) 250 — 50e""

(E) 250 — 100e™?
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Zadanie 7.
Liczba szk6éd w ciggu roku w pewnym ubezpieczeniu rOwna jest:

N=M,+..+M,, gdzie:

o K,M,,M,,M,,... saniezaleznymi zmiennymi losowymi, za§ M,,M,,M,,... maja
identyczny rozktad prawdopodobienstwa

e K oznacza liczb¢ wypadkow, 1 ma rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej 4,

e M, jest liczbg szkdd z i-tego wypadku, 1 ma rozktad okreslony na liczbach

naturalnych (bez zera).

O rozktadzie liczby szkdd z jednego wypadku wiemy, ze:
Pr(M,=1)=p, Pr(M, >1)=1-p.

Prawdopodobienstwo warunkowe iz w danym roku doszto jedynie do jednego wypadku
pod warunkiem, iz wystgpita wiecej niz jedna szkoda:

Pr(K =1|N > 1)
przy zatozeniach liczbowych: A= %, p= %
wynosi w przyblizeniu:
(A) 0.9
(B) 0.8
©) 0.7
(D) 0.6
(E) 0.5
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Zadanie 8.

Niech N; oraz N, oznaczaja liczbe szkdd wygenerowang przez ubezpieczonego w latach
1 oraz 2, odpowiednio, za§ N = N; + N, niech oznacza ich sume¢. Rozklad warunkowy
zmiennych N; oraz N, jest postaci:

Pr(N; =m,N, =n|Q = q) = ¢ (1 —q)* ™™,

gdzie m oraz n mogg wynies¢ tylko zero lub jeden.

Rozktad parametru ryzyka Q w populacji takich ubezpieczonych, okre§lony na
przedziale (0, 1), jest nam nieznany. Wiemy jednak, ze:

Pr(N = 0) = 0.74, Pr(N =1) =0.12, Pr(N = 2) = 0.14.

Wobec tego var(Q) wynosi:

(A)  0.05
(B)  0.075
(C€)  0.10
(D) 0.125
(E) 0.15
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Zadanie 9.

Ubezpieczeni sg losowo dobrani z populacji, w ktore;j:

e laczna warto$¢ szkdd dla ubezpieczonego charakteryzujacego si¢ wartosciag A
parametru A ma zlozony rozktad Poissona z oczekiwang liczbg szkéd N réwna A,

e rozktad wartosci pojedynczej szkody jest taki sam dla wszystkich ubezpieczonych, a
jego warto$¢ oczekiwana wynosi 4,

e parametr A ma rozktad Gamma (2,4) o wartosci oczekiwanej 1/2 1 wariancji 1/8.

Ubezpieczyciel sprzedaje cztonkom tej populacji ubezpieczenie w zamian za sktadke
ptatng z gory w wysokosci:

e 120%- u-E(A|N >0),

ana koniec roku tym ubezpieczonym, ktorzy nie zgtosili zadnej szkody, wyplaca bonus
w wysokosci:

o 120%- u- {E(A|N > 0)~ E(AIN = 0)}.

Bonus wynosi:
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Zadanie 10.
Niech @ bedzie dodatnig liczba rzeczywista.
Rozwazmy pare¢ zmiennych losowych T, 1 D, oznaczajacych odpowiednio:

e T,- moment czasu, w ktorym zaszta szkoda,

e D — czas, jaki uplywa od momentu zajscia szkody do jej likwidacji.
Jednostka pomiaru czasu jest jeden rok.

Zatozmy, ze T, oraz D sg niezalezne, przy czym:

e 7, ma rozktad jednostajny na odcinku (0,8)

¢ D ma rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej rownej jeden.

Sume (T, + D) interpretujemy jako moment czasu, w ktorym zlikwidowano szkodg.

Warunkowg warto$¢ oczekiwang E(D|T y + D> 49) interpretujemy jako oczekiwany

odstep w czasie pomiedzy momentem zaj$cia a momentem likwidacji szkody, pod
warunkiem iz szkoda, do ktorej doszto na odcinku czasu (0,6), do konca tego

odcinka czasu zachowata status szkody niezlikwidowane;.

Granica:

lim E(D|T, + D > 6)
WYnNosi:

Ay 1

B) 32

(© 573

D) 2

(E) 52
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Egzamin dla Aktuariuszy
Sesja egzaminacyjna w dniu 4 pazdziernika 2021r.

Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majgtkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja*®
1 E
2 A
3 D
4 E
5 A
6 C
7 B
8 C
9 E
10 D

" Oceniane sg wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna
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