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Uwagi
a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesigtnym (znakiem dziesigtnym) jest
kropka ,, .”.

b) W prezentowanych wynikach oszacowan uogolnionych modeli liniowych (GLM):
e Residual deviance i Resid. Dev — 0znacza dewiancj¢ oszacowanego modelu,
e Null deviance — oznacza dewiancj¢ modelu zerowego,
e Deviance — redukcje¢ dewiancji po dodaniu kolejnej zmiennej objasniajace;,
e Df — stopnie swobody,
e Sum Sq — suma kwadratéw,
e Residual standard error — odchylenie standardowe reszt .

c) W zadaniach warto$¢ zagrozona na poziomie ufnosci a jest definiowana jako
kwantyl rzedu a rozktadu odpowiedniej zmiennej losowej, tzn.
VaR,(X) = inf{x: Fx(x) = a}.

d) W zadaniach zastosowano nast¢pujace oznaczenia:
E(X) — warto$¢ oczekiwana
D (X) — odchylenie standardowe

e) Warto$ci y2,, rozkladu chi-kwadrat spelniajace warunek P(x* = x2.,) = a

v 0.995 0.99| 0.975 0.95 0.9 0.1 0.05| 0.025 0.01| 0.005
1 0.000f 0.000| 0.001| 0.004| 0.016| 2.706| 3.841| 5.024| 6.635| 7.879
2 0.010| 0.020| 0.051| 0.103| 0.211| 4.605| 5.991| 7.378| 9.210| 10.597
3 0.072| 0.115| 0.216| 0.352| 0.584| 6.251| 7.815| 9.348| 11.345| 12.838
4 0.207| 0.297| 0.484| 0.711| 1.064| 7.779| 9.488| 11.143| 13.277| 14.860
5 0412| 0554| 0.831| 1.145| 1.610| 9.236| 11.070| 12.833| 15.086| 16.750
6 0.676| 0.872| 1.237| 1.635| 2.204| 10.645| 12592 | 14.449| 16.812| 18.548
7 0.989| 1.239| 1.690| 2167| 2.833| 12.017| 14.067| 16.013| 18.475| 20.278
8 1.344| 1.646| 2.180| 2.733| 3.490| 13.362| 15.507| 17.535| 20.090| 21.955
9 1.735| 2.088| 2.700| 3.325| 4.168| 14.684| 16.919| 19.023| 21.666| 23.589
10 2.156| 2558| 3.247| 3.940| 4.865| 15.987| 18.307| 20.483| 23.209| 25.188
11 2.603| 3.053| 3.816| 4.575| 5.578| 17.275| 19.675| 21.920| 24.725| 26.757
12 3.074| 3571| 4.404| 5.226| 6.304| 18.549| 21.026| 23.337| 26.217| 28.300
13 3565 4.107| 5.009| 5.892| 7.042| 19.812| 22.362| 24.736| 27.688| 29.819
14 4.075| 4.660| 5629 6571 7.790| 21.064| 23.685| 26.119| 29.141| 31.319
15 4601 5229| 6.262| 7.261| 8.547| 22.307| 24.996| 27.488| 30.578| 32.801

f) Rozkiad Pareto o parametrach 1 (potozenia) i 6 (ksztaltu):

(7]
Dystrybuanta: F(x) =1 — (2) , n>0,606>0x=>n

X

Warto$¢ oczekiwana: E(X) = 917—_61, 6>1
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g) Wartosci F,. ,, rozktadu F spelniajace warunek P(F = F,. ,,) = 0.05

&1

Ty 1 2 3 4 5 6 7

1| 161.448| 199.500| 215.707| 224.583| 230.162| 233.986| 236.768

2| 18.513| 19.000| 19.164| 19.247| 19.296| 19.330| 19.353

3| 10.128 9.552 9.277 9.117 9.013 8.941 8.887

4 7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094

5 6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.950 4.876

6 5.987 5.143 4.757 4,534 4.387 4,284 4,207

7 5.591 4.737 4.347 4.120 3.972 3.866 3.787

8 5.318 4.459 4.066 3.838 3.687 3.581 3.500

9 5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293

10 4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135

100 3.936 3.087 2.696 2.463 2.305 2.191 2.103

700 3.855 3.009 2.618 2.385 2.227 2,112 2.023

800 3.853 3.007 2.616 2.383 2.225 2.110 2.021

900 3.852 3.006 2.615 2.382 2.224 2.109 2.020

1000 3.851 3.005 2.614 2.381 2.223 2.108 2.019

0 3.844 2.998 2.607 2.374 2.216 2.101 2.012
1

Ty 8 9 10 11 12 13 14

1| 238.883| 240.543| 241.882| 242.983| 243.906| 244.690| 245.364

2| 19.371| 19.385| 19.396| 19.405| 19.413| 19.419| 19.424

3 8.845 8.812 8.786 8.763 8.745 8.729 8.715

4 6.041 5.999 5.964 5.936 5.912 5.891 5.873

5 4.818 4,772 4.735 4,704 4.678 4.655 4.636

6 4.147 4.099 4.060 4.027 4.000 3.976 3.956

7 3.726 3.677 3.637 3.603 3.575 3.550 3.529

8 3.438 3.388 3.347 3.313 3.284 3.259 3.237

9 3.230 3.179 3.137 3.102 3.073 3.048 3.025

10 3.072 3.020 2.978 2.943 2.913 2.887 2.865

100 2.032 1.975 1.927 1.886 1.850 1.819 1.792

700 1.952 1.893 1.844 1.802 1.766 1.734 1.706

800 1.950 1.892 1.843 1.801 1.764 1.732 1.704

900 1.949 1.890 1.841 1.799 1.763 1.731 1.703

1000 1.948 1.889 1.840 1.798 1.762 1.730 1.702

0 1.941 1.882 1.833 1.791 1.755 1.723 1.694
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h) Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
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Zadanie 1.

Aktuariusz ma za zadanie opracowanie liniowego modelu regresji dla pewnej zmiennej
Y. Moze uwzgledni¢ w nim maksymalnie pi¢¢ nastepujacych regresoroOw (zmiennych
objasniajacych): X1, X2, X3, X4 i X5. W tym celu uwzglednit kazda ich kombinacje i na
podstawie 437 obserwacji oszacowat 32 modele (facznie z modelem zerowy). Liczbe
parametrow i sum¢ kwadratow reszt (RSS) dla tych modeli prezentuje Tabela 1, natomiast
Rys.1 przedstawia zalezno$¢ miedzy zmodyfikowanym wspodtczynnikiem determinacji, a

kryterium informacyjnym BIC.

Tabela. 1

Nazwa Model Liczba parametrow RSS

M 0 Y~1 (model zerowy) 1 1651001349.0
M1 Y~ X5 2 1430498652.0
M 2 Y~ X4 5 1449824345.0
M4  Y~X3 2 1155783883.0
M8 Y~ X2 2 1629476646.0
M16 Y~X1 2 1395038969.0
M3 Y~ X4+X5 6 1436648116.0
M5 Y~ X3+X5 3 1130786778.0
M 6 Y~ X3+X4 6 1614364367.0
M9 Y~ X2+X5 3 1385720258.0
M10 Y~ X2+X4 6 1437640156.0
M12 Y~ X2+X3 3 1142508102.0
M17 Y~ X1+X5 3 1597584727.0
M18 Y~ X1+X4 6 1356793609.0
M20 Y~ X1+X3 3 1426450282.0
M24 Y~ X1+X2 3 1120340291.0
M7 Y~ X3+X4+X5 7 1494532878.0
M11 Y~ X2+X4+X5 7 1268202827.0
M 13 Y~ X2+X3+X5 4 1367321496.0
M14 Y~ X2+X3+X4 7 1084120247.0
M19 Y~ X1+X4+X5 7 1483476062.0
M21 Y~ X1+X3+X5 4 1246721785.0
M22 Y~ X1+X3+X4 7 1359496500.0
M25 Y~ X1+X2+X5 4 1066441791.0
M26 Y~ X1+X2+X4 7 1422983353.0
M28 Y~ X1+X2+X3 4 1209862151.0
M15 Y~ X2+X3+X4+X5 8 1309604539.0
M23 Y~ X1+X3+X4+X5 8 1043242925.0
M 27 Y~ X1+X2+X4+X5 8 1411653602.0
M29 Y~ X1+X2+X3+X5 5 1188376486.0
M30 Y~ X1+X2+X3+X4 8 1301217713.0
M31 Y~ X1+X2+X3+X4+X5 9 1025185381.0
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Rysunek 1.
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a) Na podstawie wynikéw przedstawionych na rysunku 1 wskaza¢ najlepszy i
najgorszy model. Odpowiedz uzasadnic.

b) Dlanajlepszego modelu obliczy¢ odchylenie standardowe reszt (residual standard
error).

c) Wykorzystujac odpowiedni test, sprawdzi¢ czy wszystkie zmienne (tgcznie)
modelu wskazanego jako najlepszy sg istotne.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Nalezato wskaza¢ model M31. Dla tego modelu aktuariusz uzyskal najwyzsza wartos¢
zmodyfikowanego wspotczynnika determinacji oraz najnizszg wartos¢ kryterium
informacyjnym BIC.

Odp. b)
se = 1547.67

Odp. ¢)
Parametry sg statystycznie istotne.
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Rozwiazanie:

Ad. a) Patrz odpowiedz do a).

Ad. b) Odchylenie standardowe reszt (residual standard error):

n-k n-k'

_ \/zlf;l(yi—;vm_ RSS
Se = [TF—— —

gdzie k — liczba parametrow.

_ |Rss _ |wo2s185381 _
ST n—k | 437-9 '

Ad. c)

Nalezalo skorzystac z test F.
Wartos$¢ statystyki:
_TSS—RSS n—k R* n—k
P Rss -1 1-rRI-T

gdzie:
R?- wspbtczynnik determinacji,
o L0 =9 _ | _RSS
=1 (i —¥)? TSS

k- liczba parametrow.

Statystyka ma rozktad Fishera-Snedecora 0 r;, =k i r, =n—(k+ 1) stopniach

swobody.

Stad:

R2=1- M = 0.379
1651001349 '

0379 437-9

“T"0379 8§ o263

Warto$¢ krytyczna na poziomie istotnosci 0.05 odczytana z tablic podanych na str. 7
wynosi 1.952 (lub 2.032).
Wnhiosek: Parametry sa statystycznie istotne.
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Zadanie 2.

W celu konstrukcji modelu predykcyjnego dla liczby szkod K; zgtaszanych przez
kierowcow w ciggu roku w pewnym portfelu ubezpieczen AC, aktuariusz moze
uwzgledni¢ nastgpujace zmienne objasniajace:

Zmienna Opis

Wiek Wiek kierowcy (w latach). Zmienna ilosciowa

Plec Pte¢ kierowcy (Male- m¢zczyzna, Female — kobieta)

Bon.Mal Klasa taryfikacyjna, w ktérej znajduje si¢ kierowca. Zmienna
jakosciowa przyjmujgca nastgpujace kategorie: 0, 1, 2, 3,41 5.

Rodzaj.Sam Rodzaj samochodu. Zmienna jako$ciowa przyjmujaca nastepujace
kategorie: 1, 2, 3,4,516.

Obszar Obszar zamieszkania kierowcy. Zmienna jako$ciowa przyjmujgca

nastepujace kategorie: A, B, C, D, E, F, G, H, Kii L.

Na wstepie oszacowal model z wszystkimi zmiennymi, uzyskujac nastgpujace wyniki:
- Parametry:

Estimate  Std.Error zValue  Pr(>|z|)
(Intercept) -1.428 0.341 -4.193 0.000
Wiek -0.012 0.003 -4.077 0.000
Plec Male 0.283 0.148 1.920 0.055
Bon.Mal 1 -0.427 0.212 -2.010 0.044
Bon.Mal 2 -0.508 0.210 -2.418 0.016
Bon.Mal 3 -0.808 0.235 -3.436 0.001
Bon.Mal 4 -0.999 0.256 -3.902 0.000
Bon.Mal 5 -1.124 0.256 -4.388 0.000
Rodzaj.Sam 2 0.307 0.286 1.073 0.283
Rodzaj.Sam 3 0.322 0.283 1.134 0.257
Rodzaj.Sam 4 0.125 0.293 0.425 0.671
Rodzaj.Sam 5 0.576 0.266 2.163 0.031
Rodzaj.Sam 6 0.937 0.252 3.717 0.000
Obszar B -0.183 0.296 -0.618 0.536
Obszar C -0.024 0.287 -0.083 0.934
Obszar D -0.240 0.313 -0.766 0.444
Obszar E -0.486 0.330 -1.473 0.141
Obszar F -0.591 0.355 -1.667 0.095
Obszar G -0.411 0.323 -1.273 0.203
Obszar H -0.611 0.346 -1.765 0.078
Obszar K -0.338 0.323 -1.046 0.296
Obszar L -0.310 0.259 -1.196 0.232
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- Wyniki analizy wariancji

Df Deviance Resid. Df  Resid. Dev
NULL 2344 1001,47
Wiek 1 18,69 2343 982,78
Plec 1 4,14 2342 978,64
Bon.Mal 5 31,31 2337 947,33
Rodzaj.Sam 5 21,36 2332 925,97
Obszar 9 7,31 2323 918,66

- Wykres miary Cooka (Cook’s distance)

Cook's distance

240
1899

1159

Cook's distance
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| LIl o o )l
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Na podstawie podanych wynikow zaproponuj aktuariuszowi model, ktory powinien
oszacowac w kolejnym etapie 1 wypowiedz si¢ na temat danych, ktére powinien uzy¢ do
jego estymacji. Uzasadnij swoja propozycje. W uzasadnieniu powotaj si¢ miedzy
innymi na wyniki odpowiednich testow.

Odpowiedz
W kolejnym etapie aktuariusz powinien oszacowa¢ model bez zmiennej objasniajace]
Obszar.
W uzasadnieniu nalezalo wskaza¢ na:

1. Nieistotno$¢ parametréw stojacych przy poszczegdlnych kategoriach zmiennej
niezaleznej Obszar. Wymagane byto tutaj powotanie si¢ na wyniki testu t-
Studenta.

2. Nieistotne obnizenie dewiancji modelu ze zmienng Obszar w poréwnaniu z
modelem bez tej zmiennej (z takimi samymi pozostatymi zmiennymi).
Wymagane bylo tutaj powotanie si¢ na test ilorazu wiarygodnosci. Wartos¢
statystyki wynosi 7,31. Warto$¢ krytyczna: x§ 5,0 =16.919.

Model powinien szacowa¢ bez uwzglednienia obserwacji o numerze: 240, 1159 1 1899.
W uzasadnieniu nalezato powota¢ si¢ na miare Cooka.

Uwaga! Akceptowane byly takze inne poprawnie uzasadnione propozycje bez
zmiennej Obszar.
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Rozwiazanie:

Patrz odpowiedz.

10
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Zadanie 3.

W celu konstrukeji modelu predykcyjnego dla wysokosci pojedynczego roszczenia Y;

(severity model) brano pod uwagg nastgpujace zmienne objasniajace:

Zmienna Opis
G.Ryzyka Grupa ryzyka. Zmienna jako$ciowa przyjmujaca nastepujace
kategorie: A, B, C, D, E. Kategorie okreslaja grupy ryzyka utworzone
z uwzglednieniem wieku i do§wiadczenia kierowcy.
Terytorium Terytorium zamieszkania kierowcy. Zmienna jako$ciowa

przyjmujaca nastepujace kategorie: T1, T2, T3, T4, T5, T6.

Oszacowano dwa modele M1 i M2, w ktorych przyjeto rozktad gamma dla zmiennej
objasnianej Y; oraz logarytmiczng funkcje wigzacg. Otrzymano nastepujace parametry:

Model M1 M2

Effect Estimate p-Value Estimate p-Value
(Intercept) 7.6528 0.0000 7.6490 0.0000
GrupaRyzyka B 0.2553 0.1110 0.2507 0.1176
GrupaRyzyka C -0.0250 0.7403 -0.0257 0.7330
GrupaRyzyka D -0.3037 0.0004 -0.2998 0.0005
GrupaRyzyka E -0.2572 0.0000 -0.2633 0.0000
Terytorium T2 0.0350 0.6420
Terytorium T3 0.0578 0.4925
Terytorium T4 -0.0048 0.9459
Terytorium T5 -0.0289 0.6798
Terytorium T6 0.0022 0.9764
Parametr 1.027517 1.025542
dyspersji

Null deviance: 2957.5 on 2531 Null deviance: 2957.5 on 2531

degrees of freedom degrees of freedom

Residual deviance: 2925.9 on 2527 Residual deviance: 2924.1 on 2522

degrees of freedom degrees of freedom

AIC: 43604 AIC: 43612

oraz wyniki 10-krotnej walidacji krzyzowej (10-fold cross validation):

M1
RMSE MAE Resample
2301.8 1590.4 Fold01
1845.0 1432.5 Fold02
2105.1 1529.7 Fold03
1948.3 1455.5 Fold04
2407.8 1596.1 Fold05
1829.4 1407.7 Fold06
2169.7 1546.1 Fold07
1923.2 1487.5 Fold08
1957.8 1492.9 Fold09
2010.1 1449.7 Fold10

11

M2
RMSE MAE Resample
1931.3 1445.5 Fold01
2032.0 1475.0 Fold02
2077.9 1485.9 Fold03
2108.6 1487.6 Fold04
2066.7 1521.9 Fold05
2122.5 1533.3 Fold06
2075.7 1483.5 Fold07
1933.2 1463.7 Fold08
1952.3 1480.3 Fold09
2192.4 1595.7 Fold10
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Uzyte w tabelach skréty RMSE | MAE oznaczaja odpowiednio: $§redni btad predykcji (root
mean square error) oraz $redni absolutny btad prognoz (mean absolute error).

a) Uwzgledniajac podane wyzej informacje dotyczace parametréw 0Sszacowanych
modeli, jak rowniez wyniki walidacji krzyzowej wybra¢ lepszy model (wybor
uzasadnic).

b) Wykorzystujagc wybrany model (w punkcie a), wyznaczy¢ roznice miedzy
prognozowang najwyzsza i najnizszg wysokosciag pojedynczego roszczenia.

Odpowiedzi:

Nalezato wybra¢ model M1. W uzasadnieniu nalezato wskaza¢, ze:

1. Model M1 ma mniejszg warto$¢ kryterium informacyjnego AIC.

2. Uwzgledniona w modelu M2 kolejna zmienna objasniajaca Terytorium nie
wplyneta na istotne obnizenie dewiancji. Tutaj nalezalo powota¢ si¢ na wyniki
testu F:

a. Warto$¢ statystyki
o D(y;67) —D(y;0?) 29259 —2924.1
Bl d(q —p) ~ 1.025542-5
b. Warto$¢ krytyczna: Fy, = F5 5531 = 2.216
c. Whniosek: Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o nieistotnej redukcji
dewianciji.

3. Wyniki 10-krotnej walidacji krzyzowe;j sg praktycznie porownywalne dla
obydwu modeli. Tutaj nalezato powotac si¢ na srednie wartosci RMSE i MAE i
zaznaczyC, ze s3 minimalnie mniejsze dla modelu M2.

= 0.3510

Odp. b)

Najnizsza warto$¢: 1554.797 (grupa ryzyka D).
Najwyzsza wartos¢: 2719.219 (grupa ryzyka B).
Roznica: 1164.425

Rozwiazanie:

Ad. a) Patrz odpowiedz do a)

Ad. b)

Najnizsza warto$¢ bedzie dla grupy ryzyka D:
¥p = exp(7.6528 — 0.3037) = 1554.797

Najwyzsza warto$¢ bedzie dla grupy ryzyka B:
Vp = exp(7.6528 + 0.2507) = 2719.219
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Zadanie 4.
Wykorzystujac klasyczng metode najmniejszych kwadratow, oszacowano model regresji

liniowej dla zmiennej Y. Uwzgl¢dniono w nim cztery zmienne objas$niajace X1, X2, X3 i

X4. Przeprowadzono analize reszt tego modelu, uzyskujac nast¢pujgce wykresy:

(i) diagnostyczne:
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Im(y ~ X1 + X2 + X3 + X4) 0.00 0.02 0.04 0.08 0.08 0.10 012
Leverage
Im(y ~ X1 + X2 + X3 + X4)
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(if) zaleznosci standaryzowanych reszt od warto$ci zmiennych niezaleznych:

Rys. G Rys. H

Standardized residuals
o
Standardized residuals

cw @o

T T
0 5 10 15 20 25 70 80 90 100 110 120 130 140

X1 X2
o =)
@ o @ 9 3
CE CI
m [i]
3 3
3 . . i . o
Ev— Eq,
N o N <]
S o Q
& 8 . 8 & g ° o 8 °
T o 2 o T oo ° - 8 o o
o & n e 8 8 2 -3
3 o b 8 g 82 .8 o 8
e o 8°@°38 o
o o o 4 géégo o
E 8 ° H 885 ? i v o
o 2 g o ] o ° < °
T T T T
2 4

X3 X4

W oparciu o zaprezentowane wykresy omowi¢ strukture stochastyczng reszt modelu. Czy
spelnia ona zalozenia klasycznej metody najmniejszych kwadratow. W odpowiedzi
nalezy wskaza¢ odpowiednie zatozenia i napisa¢ (powolujac si¢ na konkretny wykres),
czy mogg by¢ spelione (to czy sg, Czy nie sg spelnione ostatecznie rozstrzyga
odpowiedni test). W przypadku odpowiedzi negatywnej zaproponowaé¢ model, ktorego
reszty moga spetniaé wigcej zatozen. Proponujac konkretng posta¢ modelu nalezy
wskaza¢, ktore aspekty struktury stochastycznej modelu moga ulec poprawie.

Odpowiedz

Powotujac si¢ na odpowiednie wykresy diagnostyczne (i), nalezato wskaza¢, ze moga
wystgpi¢ problemy z:

1. Normalno$cig reszt.

2. Jednorodno$cig wariancji reszt.

3. Niezaleznoscig reszt.

14
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Na podstawi wykresow zaleznosci standaryzowanych reszt od wartosci zmiennych
niezaleznych (ii) nalezalo zaproponowa¢ model, w ktorym dodatkowo uwzglednia si¢
kwadraty warto$ci zmiennej X2.

Uwaga! Akceptowane byly takze inne poprawnie uzasadnione propozycje.

Rozwiazanie:

Patrz odpowiedz.
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Zadanie 5.

Uzyskano nastepujace wyniki jednomodelowej taryfikacji z wykorzystaniem
uogdlnionego modelu liniowego (GLM):

Zmienna zalezna Y;: sktadka czysta (pure premium) — catkowite
roszczenie dla i-tej polisy przez jej ekspozycje

Rozktad zmiennej zaleznej: Tweedie

Parametr dyspersji (¢): 100

Funkcja wigzaca: logarytm naturalny (informacja podana na

poczqtku egzaminu)

Parametr: Estimate Std.Error
(Intercept) 4.57 0.12
Grupa ryzyka:

GR.1 Referencyjna

GR.2 0.04 0.13
GR.3 0.38 0.23
GR.4 0.77 0.44
GR.5 -0.08 0.42
GR.6 1.57 0.42
GR.7 0.19 1.08
GR.8 1.55 0.26
GR.9 1.20 0.38
Obszar zamieszkania:

Ob.1 Referencyjny

Ob.2 0.11 0.16
0Ob.3 0.41 0.17
Ob.4 0.33 0.15
Ob.5 0.55 0.15
Ob.6 0.85 0.16

Warto$¢ logarytmu funkcji wiarygodno$ci modelu w zaleznosci od parametru p:

-34000 —

-34500 —

-35000 —

T T T T T
13 1.4 15 16 1.7

p index
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a) Wyznaczyé¢ najwyzsza (Yqy) 1 najnizsza (Y,,;,) skladke czysta otrzymana z
wykorzystaniem tego modelu. Przyja¢ optymalng warto$¢ parametru (indeksu) p.
b) Dla sktadek ¥4y i Y, obliczy¢ wariancje i odchylenie standardowe.

Odpowiedzi:

Dla ¥,,,, wariancja wynosi: 5441526.499, a odchylenie standardowe 2332.708
Dla Y,,;, wariancja wynosi: 110146.898, a odchylenie standardowe 331.884

Rozwigzanie:

Jako optymalng warto$¢ parametru (indeksu) p nalezato przyja¢ 1.56 (uwzgledniane byly
takze parametry z przedzialu od 1.54 do 1.58).

Ad. a)

Yiax = exp(4.57 + 1.57 + 0.85) = 1085.721
Yimin = exp(4.57 — 0.88) = 89.121

Ad. b)

Dla rozktadu Tweedie funkcja wariancji ma postac: 9(u) = pP.

Zatem:

-dla Y,,,, wariancja wynosi: 100 - 1085.721%5¢ = 5441526.499, a odchylenie
standardowe 2332.708

- dla Y,,;, wariancja wynosi: 100 - 89.121%5¢ = 110146.898, a odchylenie
standardowe 331.884
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Zadanie 6.
Roczne straty
— dla pierwszej linii biznesu (LOB1) sa modelowane za pomoca zmiennej losowe;j
X o0 rozktadzie Pareto z parametramin = 10016 = 2,
— dla drugiej linii biznesu (LOB2) - zmiennej losowej Y 0 rozktadzie Pareto z
parametramin = 2001i 6 = 2.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo taczne, ze starty z LOB1 sg wicksze od mediany X i
mniejsze od warto$ci zagrozonej VaR o5(X) oraz starty z LOB2 sg wigksze od mediany
Y i mniejsze od wartos$ci zagrozonej VaR, o5(Y), czyli
P(Med(X) < X < VaRyos(X),Med(Y) <Y < VaRyos(Y)),
przy zatozeniu, ze
a) zmienne X iY saniezalezne,
b) struktura zalezno$ci migdzy zmiennymi X i Y jest modelowana za pomocg kopuli
Gumbela-Hougaarda o generatorze ¢(t) = (—Int )2

Odpowiedzi:

P(Med(X) < X < VaRyo5(X), Med(Y) <Y < VaRyes(Y)) = 0.307108

Rozwigzanie:
Niech: a = Med(X), b = VaR,¢5(X), c = Med(Y) id =VaRy45(Y),
wowczas
P(Med(X) < X <VaRy9s(X),Med(Y) <Y <VaR,qs(Y)) =
= F(X,Y)(b» d) — F(X,Y)(a: d) — Fixy) (b,c) + Fixy(a,c)
Dalej Fx(x), Fy(y) oznaczajg dystrybuanty zmiennych odpowiednio X iY.

1. Jezeli zmienne X i Y sg niezalezne, to Fx y)(x,y) = Fx(x) * Fy (¥).

Otrzymujemy

Fixy)(b,d) = Fx(b) - Fy(d) = Fx(Ff'(0,95)) - Fy(Fy'(0,95)) = 0,95-0,95 =
= 0.9025

Fixyp(a d) = Fy(a) - Fy(d) = Fx(Fx*(0,50)) - Fy(F;(0,95)) = 0,50 0,95 =
= 0.475

Fixy)(b, ) = Fx(b) - Fy(c) = Fx(F;'(0,95)) - Fy(Fy1(0,50)) = 0,95-0,50 =
= 0.475

Fixr(a c) = Fx(a) - Fy(c) = Fx(Fx*(0,50)) - Fy(F;1(0,50)) = 0,50 0,50 =
=0.25

Stad:

P(Med(X) < X < VaR,os5(X),Med(Y) <Y < VaRes(Y) ) = 0.2025
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2. Jezeli zaleznos¢ miedzy zmiennymi X i Y jest modelowana za pomocg kopuli C, to
F(X,Y)(x' y) = C(Fx(x), Fy ().

Otrzymujemy:

Foon (b, d) = € (Fx(F(0,95)), Fy (Fy(0,50)) ) = €(0.95,0.95)
W zadaniu C jest kopulg Archimedesa, zatem: C = ¢~ 1(¢p(u) + ¢ (v)).
Stad:

qb(q0,95) = (-In(0.95))% = 0.002631

¢~ (2) = exp(—V2)

€(0.95,0.95) = exp(—v2-0.002631) = 0,9300

Fn(a d) = € (Fy(Fi*(0.50)), Fy (F7(0.95))) = €(0.50,0.95)
W zadaniu C jest kopulg Archimedesa, zatem: C = ¢~ (¢p(u) + ¢ (v)).
Stad:

¢(qo,95) = (—In(0.95))2 = 0.002631

$(0,50) = (—In(0.50))% = 0.480453

¢~ (2) = exp(—Vz)

€(0.50,0.95) = exp(—V0.480453 + 0.002631) = 0.499053

Foyy(b,c) = C (FX(FX‘1(0.95)),Fy(Fy‘l(O.SO))) = €(0.95,0.50)

W zadaniu C jest kopula Archimedesa, zatem: C = ¢~ (¢p(u) + P (v)).
Stad:

¢(q0,95) = (=In(0.95))2 = 0.002631

$(0,50) = (—In(0.50))% = 0.480453

¢~ (2) = exp(—Vz)

€(0.50,0.95) = exp(—V0.480453 + 0.002631) = 0.499053

Fon(a,©) = € (Fy(F;*(0.50)), Ky (F7(0.50)) ) = €(0.50,0.50)
W zadaniu C jest kopula Archimedesa, zatem: C = ¢~ (¢p(u) + P (v)).
Stad:

$(0,50) = (—In(0.50))? = 0.480453

¢~ (2) = exp(—V2)

€(0.50,0.50) = exp(—v2-0.480453) = 0.375214

Stad:
P(Med(X) < X <VaRyy5(X),Med(Y) <Y <VaRq5(Y)) = 0.307108

19



Modelowanie 03.03.2020 .

Zadanie 7.

a) Na czym polega uczenie z nadzorem i uczenie bez nadzoru.
b) Wskazac¢ i krotko scharakteryzowac co najmniej dwie metody uczenia z
nadzorem i co najmniej dwie metody uczenia bez nadzoru.

Odpowiedzi:

W odpowiedzi nalezato krotko omowi¢ uczenie z nadzorem (supervised learning) i
uczenie bez nadzoru (unsupervised learning). Celem uczenia z nadzorem jest znalezienie
funkcji odwzorowujacej dane wejsciowe na dane wyjsciowe na podstawie dostarczonych
przez czlowicka przyktadowych par wejscia-wyjscia. Natomiast uczenie bez nadzoru
polega na znalezieniu funkcji opisujacej strukture danych nieetykietowanych, czyli takich
ktére nie zostaty wezesniej sklasyfikowane lub skategoryzowane.

Odp. a)
Nalezato wskazac i krotko omowié:
1. dwie metody uczenia z nadzorem, np. regresja, klasyfikacja (classification),
2. dwie metody uczenia bez nadzoru, np. analiza skupien (clustering), redukcja
wymiaru (dimensionality reduction).

Rozwigzanie:

Ad. a)
Patrz odpowiedz do a).

Ad. b)
Patrz odpowiedz do b).
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Zadanie 8.

Wystgpienie oszustw w zglaszanych roszczeniach w pewnym zaktadzie ubezpieczen
modelowano za pomocg regresji logistycznej. Przyjeto, ze zmienna zalezna Y; przyjmuje
dwie wartosci:

Y; = 1, gdy wystgpito oszustwo w i-tym roszczeniu,

Y; = 0, gdy nie wystapito oszustwo w i-tym roszczeniu.

Wykorzystujac ten model, dla reprezentatywnej proby liczacej 10 roszczen uzyskano
nastepujace prognozy prawdopodobienstwa wystapienia oszustwa:

Nr Zaobserwowana (faktyczna) | Prognoza prawdopodobienstwa
roszczenia wartos¢ zmiennej Y; wystapienia oszustwa
1 0.40
0.25
0.27
0.73
0.90
0.34
0.25
0.80
0.45
0.34

[EEN

Ol NOO|ODlwWwN

Ok, kPO |O|O|F

=
o

W drugiej kolumnie powyzszej tabeli podano zaobserwowane (faktyczne) wartosci
zmiennej Y;.

a) Uwzgledniajac podane wyniki narysowaé¢ krzywa ROC na podstawie dwoch
warto$ci progowych (dwoch punktow odciecia): 0.30 i 0.50. Opisaé osie
wspotrzednych oraz dla kazdego punktu na krzywej podaé jego wspolrzedne i
opowiadajacg mu warto$¢ progowa.

b) W przypadku zgloszenia roszczenia, za pomocg opracowanego modelu sprawdza
si¢ mozliwo$§¢ wystapienia oszustwa. Gdy prognoza jest pozytywna (tzn.
prognozuje si¢, ze zmienna Y; = 1) wdrazana jest kontrola, ktorej koszty nie zaleza
od wysokosci roszczenia. Ktora warto$¢ progowa 0.30, czy 0.50 jest bardziej
adekwatna dla linii biznesu, charakteryzujacej si¢ niskim prawdopodobienstwem
wystgpienia roszczenia i wysoka jego wartoscig? Odpowiedz uzasadnic.

Odpowiedzi:
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1

0,9

Prog: 0.30

0,8 0,6;0,8 L Prog:0
0,7
0,6

0,5

Czutosé

0,4 Pr(')g: 0.50 0,2; 0,4

0,3
0,2

0,1
0;0| Prég:1

0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

1-Specyficznos¢

Nalezalo wybra¢ prog 0.3. Taka warto$¢ progowa oznacza czg¢stsze kontrole, ktorych
koszty mogg okazac¢ si¢ jednak nizsze w pordwnaniu z kosztami niestusznie wyptaconych
wysokich odszkodowan w tej linii biznesu.
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Rozwiazanie:
Ad. a)
» Tabela trafnosci prognoz (macierz btedu, ang. confusion matrix):
Stan fak
an faktyczny Precyzja wskazania
yi=0 yi=1 negatywnego
N
g w=0F ™0
e N A
o y=1 i
r ‘ FP i
* S i
TN i i
TNR | TPR = | . :
’: | I Precyzja wskazania

Specyficznosé (Swoistosc)
(zasieg/pokrycie klasy faktycznie
negatywnej)

Tabela trafno$ci dla progu 0.5

pozytywnego

Czufos¢
(zasieg/pokrycie klasy
faktycznie pozytywnej)

Faktyczne

Prognozy

Razem

N

P

k|l 2

Razem

vl Nl Wl o

10

Specyficznos¢: 0.8
Czutos¢: 0.4

Tabela trafnosci dla progu 0.3

Faktyczne

Prognozy

Razem

N

p

vujwlinNn 2

Razem

(20 B B )

10

Specyficznosé: 0.4
Czulosé: 0.8

Ad. b)
Patrz odpowiedz do b).
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Zadanie 9.

Przedtuzenie umowy ubezpieczenia AC modelowano z wykorzystaniem uogélnionych
modeli liniowych (GLM). Przyj¢to, ze zmienna zalezna Y; przyjmuje dwie wartoSci:
Y; = 1, gdy kierowca przedtuzy umowg¢ na kolejny rok
Y; = 0, gdy nie przedtuzy.
Przyjgto, ze zmienna Y; ma rozklad Bernoulliego (zero-jedynkowy) oraz uwzgledniono
nastepujgce zmienne objasniajgce:
e plec: Ple¢ (K — kobieta, M —mezczyzna)
e zamieszkanie: Miejsce zamieszkania (Miasto — miasto, Wies — wies)
e uzytkowanie: Uzytkowanie samochodu (Sluzb — do celow stuzbowych, Pryw —
do celow prywatnych)
e wiek: Wiek kierowcy w latach.
e lojalnosc: Liczba lat, w ktorych kierowca byt klientem zaktadu ubezpieczen.
Metoda najwigkszej wiarygodno$ci oszacowano nastepujace trzy modele:
— Model 1 (M1), z kanoniczng funkcja wigzaca,
— Model 2 (M2), z funkcja wiazaca probit,
— Model 3 (M3), z funkcjg wigzacg postaci: n = In(—In(1 — u)) (funkcja cloglog).
Uzyskano nastepujace oszacowania:
Coefficients:

M1 M2 M3
(Intercept) 2.00 1.00 1.00
plec M -0.94 -0.55 -0.6
zamieszkanie Wies -1.17 -0.69 -0.77
uzytkowanie Sluzb -1.65 -0.72 -1.56
wiek -0.06 -0.04 -0.05
lojalnosc 0.14 0.08 0.10

a) Co to jest kanoniczna funkcja wigzgca?

b) Jakie sg prognozy przedtuzenia umowy (zmiennej Y;), uzyskane za pomoca
oszacowanych modeli, dla mieszkajacego na wsi, 43-letniego megzczyzny
uzytkujacego samochdd do celow prywatnych, ktory byt klientem zaktadu przez
18 lat? Przyjac¢ wartos¢ progowa (punkt odcigcia) rowng 0.40.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Funkcje g(-) nazywamy kanoniczng funkcja wigzaca, gdy 0; = g(u;), gdzie 6; oznacza
parametr kanoniczny rozktadu zmiennej losowej Y; (nalezacego do wyktadniczej rodziny
rozktadow).

Odp. b)

Model 1 (M1): kierowca przedtuzy umowe na kolejny rok
Model 2 (M2): kierowca nie przedtuzy umowe na kolejny rok
Model 3 (M3): kierowca nie przedtuzy umowe na kolejny rok
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Rozwiazanie:
Ad. a) Patrz odpowiedz a).

Ad. b) Dla rozktadu Bernoulliego kanoniczng funkcja wigzaca jest logit:

u
1-—p

gw) =In

Model 1 (M1):
- predyktor liniowy: -0.17

exp(—0.17)
1+exp(—0.17)
- prognoza zmiennej Y;: kierowca przedtuzy umowe na kolejny rok

- prognoza prawdopodobienstwa: p = = 0.4576020

Model 2 (M2):

- predyktor liniowy: -0.52

- prognoza prawdopodobienstwa: p = ®(—0.52) = 1 — ®(0.52) =1 — 0.698 = 0.302
- prognoza zmiennej Y;: kierowca nie przedtuzy umowe na kolejny rok

Model 3 (M3):

- predyktor liniowy: -0.72

- prognoza prawdopodobienstwa: : p = 1 — exp(— exp(—0.72)) = 0.3854
- prognoza zmiennej Y;: kierowca nie przedhuzy umowe na kolejny rok
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Zadanie 10.

Wykorzystujac klasyczng metod¢ najmniejszych kwadratow, oszacowano dwa modele
regresji liniowej dla zmiennej Y. W pierwszym (M1) jako zmienne objasniajace przyjeto
X11iX2,aw drugim (M2) - X1 i X3. Uzyskano nastgpujace wyniki:

M1 M2
Estimate Estimate
(Intercept) 8.56 (Intercept) 9.70
X1 -0.21 X1 -0.35
X2 0.02 X3 0.07
Residual standard error: 1.71 on 434 Residual standard error: 1.81 on 434
degrees of freedom degrees of freedom
0.0147411 -0.0008957 -0.0001547 0.0067815 -0.0010375 0.0000619
(X'X)™'= | -0.0008957 0.0001865 -0.0000004| (X'X)™'= | .0.0010375 0.0025877 -0.0012092
-0.0001547 -0.0000004 0.0000030 0.0000619 -0.0012092 0.0006089
Wspotczynnik korelacji liniowej Wspotczynnik korelacji liniowe;j
Pearsona migdzy zmiennymi X1 i X2 Pearsona mi¢dzy zmiennymi X1 i X3 jest
jest rowny 0.85 rowny 0.96

a) Wybra¢ model, w ktorym nie wystepuje problem wspotliniowosci.

b) Wykorzystujac wybrany model, wyznaczy¢ prognoze¢ dla zmiennej Y w
przypadku, gdy X1 =10, X2=100, X3=10. Oszacowac jej btad (wystarczy
wstawi¢ odpowiednie wielkosci do wzoru).

Odpowiedzi:

Odp. a)
Model M1

Prognoza: 8.46

Blad prognozy: 1.721
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Rozwiazanie:

Ad. a)

Wspotczynnik inflacji wariancji
= 1TTRe
J

Wspdtcezynnik determinacji modelu regresji liniowej X1 wzgledem X2 wynosi: 0.85% =
0.7225.
Stad VIF dla M1 jest rowny:

1
VIFy, = ————— = 3.604
M1 ™1 -0.7225

Wspolczynnik determinacji modelu regresji liniowej X1 wzgledem X3 wynosi: 0.96% =
0.9216.
Stad VIF dla M2 jest rowny:

1
VIF,, = ————— =12.755
M2 ™ 1-0.9216

Ad. b)

Prognoza: y¥ = 8.56 — 0.21-10 + 0.02 - 100 = 8.46

Blad prognozy: sp = /s2(1 + x,(X'X)"1x},

1
sD=J1.712-(1+[1 10 100]-(X’X)‘1-[1O]=1.721
100
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Sesja egzaminacyjna w dniu 3 marca 2020 r.

Modelowanie
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